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in elementarer Darſtellung 
mit beſonderer Rückſicht auf techniſche Anwendung. 


Zum Gebrauche 


für den Unterricht an der Koͤnigl. Allgemeinen Bauſchule und am 
Königl. Gewerb - Inftitut. 





Sm Auftrage des Königl. Minijteriums 
für Handel, Gewerbe und öffentliche Arbeiten 
verfaßt 


von . . 
x I 1 ” 

Adolph Ferd. Wencesl. Brir, 
Sabriten s Rommiffions «Rath und Mitglied der Königl. tehuffgen Deputation für 
Gewerbe; Director der KRönigl. Normal Eibungss Rommilfion; Mitglied der Prü⸗ 
fungs s KRommiffion für angehende Staats » Baubeamtez Lehrer der angewandten Mas 


thematit an der Allgem. Baufchule und am Bewerb s Zuflitut au Berlin; Ritter 
des rothen Adlerordens vierter Klaſſe. 


Dweite, ganzlic umgearbeitete Auflage. 


Erfte Abtheilung: 
Die Lehren der reinen Statik enthaltend, 


mit 12 Kigurentafeln und einem Anhange. 
·⸗ — — —— ee m ——— 


Berlin, 1849. 


In Commiffion bei Carl Beimarus 
(Gropiusfge Buchs u. Kunfihandlung). 
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Borrede. 


Das Lehrbuch, deffen zweite Auflage ich hiermit. dem 
betdeiligten Publikum vorlege, diente feit feinem erſten 
Erfcheinen im Zahre 1831 als Leitfaden bei dem Ins 
- terricht am Königl. Gewerb-Inftitut, wurde aber bald 
Spdarauf auch bei der Allgemeinen Bauſchule als folches 
2 eingeführt. Nachdem die erfte Auflage vor Länger denn 
nfechs Jahren vergriffen war, unterzog ich mich im Auf⸗ 
"Trage des Könige. Minifteriums der Bearbeitung einer 
neuen Auflage, deren Druck jedoch nur mit vielen, nicht 
felten lange dauernden, Unterbrechungen fortgefeßt wer⸗ 
den konnte. Die Urfachen diefee Störungen, die ich 
ſelbſt am meiften zu beflagen habe, Liegen größtentheils 
in meinen vielfachen Berufsgefhäften, fowie in wiſſen⸗ 
ſchaftlichen und literarifchen Arbeiten anderer Art, welche 
zwifchendurch ihre Erledigung finden mußten. Rechnet 
man noch die politifchen Ereigniffe des vorigen Jahres 
mit ihrem Sinn und Gemüth verwirrenden Gefolge hinzu, 
&reigniffe, welche fo manches ausgeftreute Saamenkorn 
im Keime erflidten, und manche, die bereits aufgegangen 
waren, ihrer beten Blüthen beraubten, fo darf ich mich 
um fo mehr für hinreichend entfchulbigt Halten. . 
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Was nun das vorliegende Buch betrifft, fo ift daffelbe 
nicht bloß als eine verbefferte Ausgabe feines Vorgängers, 
fondern vielmehr als eine ganz neue Bearbeitung zu be⸗ 
trachten, wenn gleich der frühere Plan im Allgemeinen bei- 
behalten worden ift. Letzteres gilt namentlich in Bezug auf 
die elementare Darflellungsweife, deren ich mich fchon in 
der früheren Ausgabe bedient, und von deren Zweckmä⸗ 
ßigkeit — fofern es fid) nämlich um die Ausbildung von 
Technikern handelt — ich mich während meiner nunmehr 
einundzwanzigjährigen Lehrerpraris immer mehr überzeugt 
babe. In diefer Hinficht Fönnen verfchiedene Anfichten 
ftattfinden; indeß gereicht es mir zur Genugehuung, daß 
auch in den meiften der fpäter erfchienenen Werke, deren 
Verfaſſern als Lehrern an technifchen Bildungsanftalten 
wohl ein Urtheil zuftehen dürfte, ein gleicher Weg ver- 
folgt wird. ‚Außerdem aber war die Ausfchließung 
der höhern Analyſis durch den Lehrplan der Anſtalten 
bedingt, für welche diefes Buch zunächft beſtimmt ift. 

Über das Materielle des Inhaltes bemerke ich nur, 
daß bei der Entwidlung der allgemeinen Lehren vom 
Gleichgewichte der Kräfte auch die durch Poinfot einge 
führten Kräftepanre im zweiten und dritten Kapitel, 
ohne jedoch die Theorie derfelben vollftändig aufzuneh- 
men, ihre angemeifene Berücfichtigung gefunden haben. 
Dagegen ift Vieles, was ſich im Laufe der Zeit als 
entbehrlich ermiefen bat, weggelaffen, Anderes aber durch 
eine möglichſt gedrängte Darftellung, unbefchadet der fo 
nöthigen Deutlichkeit, auf einen kleineren Raum be⸗ 
ſchraͤnkt, damit für ſolche Gegenftände, die von gebil- 
deten Praktifern in der früheren Auflage ungern vermißt 
wurden, der nöthige Raum geivonnen würde. 


V 


Auf dieſe Weiſe iſt es mir gelungen, faſt alle Ka⸗ 
pitel weſentlich vervollſtaͤndigen und die Anwendung 
der darin entwickelten Geſetze durch paſſend gewählte 
Beiſpiele erläutern, namentlich aber im fechsten Ka⸗ 
pitel die Lehre vom Gleichgewicht und von der Sta⸗ 
bitität fchwerer Körper, fo wie die Theorie der Waagen 
und Kraftmeſſer, im fiebenten Kapitel die dem Prak⸗ 
tiker fo wichtige elaftifhe Curve mit ihren Anwendun⸗ 
gen, hinzu fügen zu Fönnen, ohne die Bogenzahl um 
mehr denn vier zu vergrößern, während die Anzahl der 
Figurentafeln fogar um eine vermindert worden ift. 

Um Jedem das Seine zu laſſen, habe ich überall 
die Quellen angegeben, aus denen gewiſſe Lehren ent⸗ 
Iehnt, oder worin ausführlichere Entwiclungen, als ich 
bier füglich geben konnte, enthalten find. Die Hervor- 
hebung deffen, was in diefem Buche mir vielleicht eigen- 
thümlich ift, halte ich dagegen um fo mehr für übers 
flüffig, als unpartheiifche und gerechte Sachkenner, deren 
tadelnde wie zuſtimmende Bemerkungen mir jedenfalls will- 
fommen fein werden, in fraglicher Hinficht Feiner Andeu⸗ 
tungen bedürfen. Zur Vermeidung von Mißverftändniffen 
bin ich es mir aber ſelbſt fchuldig, darauf hinzumeifen, daß 
ein großer Theil des vorliegenden Werkes aus den Eingangs 
erwähnten Urfachen fchon feit mehreren Jahren die Preife 
verlaffen hat und fich gedrudt in den Händen meiner ehe: 
maligen Zuhörer befindet”). Es möge daher nicht als 
eine Abfichtlichfeit angefeben werden, wenn etwa in der 
Darftellungsweife bin und wieder Übereinftimmungen mit 
neueren Schriftftellern, ohne daß diefelben namentlich 
angeführt find, gefunden werden follten. So ſtimmt 

*) Der Anhang ſchon feit Mitte 1843. ' 


vi 


3. B. meine Darftellung der Lehre von der Stabilität 
in manchen Punkten mit der überein, die Herr Profeſ⸗ 
for Weisbach im erften Theil feines ſchätzbaren Lehr⸗ 
Buchs der Ingenieur und Mafchinen-Mechanif vorträgt, 
was man nur deshalb mit Stillfchweigen übergegangen 
findet, weil der betreffende Bogen meines Buches fehon 
gedrudt war, als mir das Buch des Heren Weisbach 
zu Händen Fam. Übrigens ift mein Streben mehr dar- 
auf gerichtet gewefen, wahrhaft nüßlich als originell zu 
fein. Iſt mie jenes einigermaßen gelungen, fo leifte ich 
auf diefes um fo Lieber Verzicht, als es meilt ſehr wohl⸗ 
feil ift, eine gewilfe Originalität zur Schau zu tragen, 
welche — wie die Erfahrung oft genug lehrt — ihren 
Urfprung nur in einem hinreichend weiten Gewiſſen hat. 

Sch fchliege diefe DVorrede mit dem Wunſche, daß 
die vorliegende Arbeit eine nicht minder günftige An- 
erfennung finden möge, als der eriten Auflage, nad) 
den zu meiner Kenntniß gekommenen Beurtheilungen, 
ihrer Zeit zu Theil geworden ift. 


Berlin, im Mai 1849. 


Der Berfafler. 
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1, 


Die finnlih wahrnehmbaren Dinge der Außenwelt werben 
befonders dadurch Gegenftände unferer Erfahrung, daß fie 
einen Raum erfüllen, und in bemfelben fo vorhanden find, 
daß fein Zweites derfelben Art denfelben Raum einnehmen 
kann. Das, was den Raum erfüllt, heißt Materie, und 
diejenige Eigenfchaft derfelben, vermöge welcher fie den Raum 
mit Ausfchließung einer jeden andern Materie zu erfüllen 
vermag, nennt man ihre Undurchdringlichkeit. 

Eine gefonderte Materie, die einen begrenzten Raum 
einnimmt, heißt ein phyfifcher Körper oder ein Körper 
ſchlechthin. 

Den Raum, den ein Körper einnimmt, ohne Rüdficht 
auf die geometrifche Größe defjelben, nennt man feinen Ort. 
Hiebei hat man gewöhnlich nur einen beftimmten Punkt des 
Raumes im Auge, den man auf andere fefte Punkte bezieht. 


2. 
In Beziehung auf den Raum find für jeden Körper 
zweierlei Zuftände denkbar: Entweder nimmt derſelbe fort 
während einen und benfelben Raum ein, d. h. er beharret an 


demfelben Orte; oder er wechfelt feinen Raum, indem er 
I. 1 
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allmaͤhlig in andere Räume übergeht, d. b. es findet eine 
ftetige Veränderung des Ortes Statt. 

Das Beharren eines Körpers an demfelben Orte, nennt 
man den Zuftand der Ruhe; die fletige Veränderung des 
Ortes: den Zuftand der Bewegung. 


3. 

Die Begriffe, von Ruhe und: Bewegung ſind einander 
direct entgegengeſetzt; venn man ben einen Zuſtand läugnet, 
ſo giebt man den anderen unbedingt zu; und umgekehrt, be⸗ 
hauptet man den einen Zuſtand, ſo laͤugnet man dadurch 
den andern. Ein Körper kann daher den einen Zuſtand 
nicht anders aufgeben, als indem er unmittelbar in den ans 
dern übergeht. Nun aber muß hier als Grundſatz aufge 
ftellt werden, daß alle Körper in dem Zuftande. der 
Ruhe oder der Bewegung beharren, in welchem fie 
find. Diefe Gleichgüftigfeit der Materie gegen Ruhe 
und Bewegung ift eine durch Erfahrung beftätigte Thatfache, 
und heißt Trägheit oder Beharrungsvermögen. - 

Sol daher ein Körper aus Ruhe in Bewegung verfebt, oder 
fol eine vorhandene Bewegung aufgehoben, oder auch nur: in 
irgend einer. Beziehung modifieirt werben, fo muß jedesmal 
noch ein thätiges Princip hinzugedacht werden, welches als 
Urfache dieſer Zuftandsveränderung zu betrachten ift, und 
dieſes thätige Prineip heißt Kraft. 

4. 

Die Kräfte, als Urfachen der Zuftandsveränderimgen 
eines Körpers, find uns nur durch ihre Wirkungen befannt. 
Was aber die Natur der Kräfte felbft anbelangt, fo gehört 
deren Unterfuchung nicht hierher Überbie iſt die Kennt⸗ 





*) Dies iſt das erſte ſogenannie Bewegungs⸗Geſetz, vaget 
Newton als einen allgemeinen dynamiſchen Grundſatz aufſtellte. 
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niß derſelben für unſeren Zweck ganz unweſentlich; denn die 
Vergleichungen, welche wir in Bezug auf die Kraͤfte anzu⸗ 
ſtellen haben, ſind nur Vergleichungen zwiſchen ihren Wir⸗ 
kungen; und nur in ſo fern ſchließen wir von dieſen auf 
jene zurück, daß wir die verſchiedenen Modificationen, welche 
in den Wirkungen wahrgenommen werden, als in den Kräfr 
ten begründet anfehen. 

Verſchiedenartige Wirfungen berechtigen uns daher, auf 
eine entfprechende Berfchiedenartigfeit der zum Grunde lie 
genden Urfachen, d. 5. der Kräfte, zurüdzuichließen. 


5. 

Wenn mehrere Kraͤfte gleichzeitig auf einen Koͤrper 
wirken, ſo ſind zwei Fälle zu unterſcheiden: Entweder der 
Körper ändert feinen Zuſtand, oder er bleibt in demſelben 
Zuftande, worin er war. Im lebteren Falle fagt man: die 
Kräfte feien mit einander im Gleichgewicht, oder: ber 
Körper befinde fich unter Einwirkung der Kräfte im Gfleich- 
gewicht. Das Gleichgewicht befteht alfo Darin, daß die 
Wirkungen verfchiedener Kräfte fich gegenfeitig aufheben, in- 
dem jede einzelne Kraft das Streben hat, den Zuftand der 
Ruhe oder der Bewegung des Körpers zu Ändern. 

Findet das Gleichgewicht an einem ruhenden oder be— 
wegten Körper Statt, fo nennt man es im erften Salle ein 
Gleichgewicht der Ruhe, im andern: ein GTeichge- 
wicht der Bewegung. 

Die Wiffenfchaft, welche von den Kräften im Allges 
meinen handelt, heißt Dynamik (von Auvanız = Kraft). 
Diefe zerfällt, je nachdem die Kräfte mit einander im Gleich- 
gewichte find, ober nicht, in Die beiden Haupt-Abtheilungen: 
Statif und Mechanik. 


. Statif,. im weiteren Sinne, ift die Lehre vom Gleich» 
. 1* 
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gewicht; Mechanik, im weiteren Sinne, bie Lehre von der 
Bewegung der Körper. 
6. 

Die Art und Weife, wie die materiellen Theile eines 
Körpers unter einander zufammenhängen, nennt man den 
Aggregatzuftand. Gewöhnlich werben in der Phyſik drei 
Aggregatzuftände angenommen; nemlih der Zufland ber 
Feftigfeit oder Starrheit, der Zuftand der tropfbaren 
Fluͤſſigkeit und der Zuftand der elaftifchen Släffigfeit 
oder der Erpanfion. 

Ohne Rüdficht auf die befondern Modiftcationen, unter 
welchen diefe Zuftände in der Natur wahrgenonmen werben, 
faflen wir diefelben im mathematifchen Sinne folgenderma«- 
Ben auf: 

Feſt oder flarr nennen wir einen Körper, deſſen Theile 
fo zufammenhängen, daß fie durch Feine noch fo große Kraft, 
weder von einander getrennt, noch übereinander verfchoben 
werben Fönnen. 

Diefem abfoluten Zuftande nähern fich die Naturförper 
nur, je nach ihrer Befchaffenheit, in einem mehr oder min 
dern Grade, und bei der praftifchen Anwendung foll dies 
auch gehörigen Ortes berüdfichtiget werben. 

Tropfbar-flüffig, oder flüffig fehlechthin, nennen 
wir folche Körper, in welchen der Zufammenhang ver Theile 
von der Art ift, daß jede noch fo kleine Kraft hinreicht, 
eine Trennung der Theile zu bewirfen oder ihre gegenfeitige 
Lage zu ändern; jedoch ohne daß hiebei die Größe des 
Raumes, den die Materie des Körpers einnimmt, geändert 
werben Tann. 

Die Flüffigfeit, welche Diefer Definition am meiften 
entfpricht, ift das Wafler CToöœco). 

Elaftifch-flüffig oder erpanfibel heißen Diejenigen 
Körper, welche in der leichten Berfchiebbarfeit der Theile 


- 
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durch jede noch fo Feine Kraft, mit ven flüffigen Körpern 
übereinftimmen; ſich aber von diefen wieber dadurch unter- 
feheiden, daß mit der gegenfeitigen Lage der Theile auch 
zugleich die Größe des erfüllten Raumes geändert werben 
fann, und bei welchen fich überdies noch ein fortwährendes 
Streben bemerkbar macht, genau den vorigen Raum wieder 
. einzunehmen. 

Der gemeinfte NRaturförper diefer Art ift die atmofphä- 
rifche Luft (Aör), und daher wollen wir in der Folge die 
elaſtiſch⸗flüſſigen Körper, der Kürze wegen, Iuftförmige 
Köryer nennen. 

7. 

Nah den fo eben genannten drei Aggregatzuſtaͤnden 
ber Körper zerfällt die Statif fowohl, als auch die Me- 
chanik, jede für fich, in drei Unterabtheilungen, und zwar 
nach folgendem Schema; 


J. Statif 
1) Statif fefter Körper (Öeoftatif), oder Etatif im 
engeren Sinne; d. i. die Lehre vom Gleichgewicht der 
ftarren Körper. 
2) Statik flüffiger Körper GGydroſtatik); d. i. Die 
Lehre vom Gleichgewicht der tropfbar=flüffigen Körper. 
3) Statif Iuftförmiger Körper (Aëroſtatik); d. t. die 
Lehre vom Gleichgewicht der elaftifch-flüffigen Körper. 
Diefe drei Unterabtheilungen begreift man unter dem 
Ramen der ftatifhen Wiffenfchaften. 


1. Mechanitk. 

1) Mechanik fefter Körper (Oeomechanif), oder Me- 
chanik im engeren Sinne; d. i. die Lehre von der Be- 
wegung fefter Körper. 

2) Mechanik flüffiger Körper (Hydromechanik, Hy⸗ 
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draulik); d. i. die dLehre von der Bewegung tropfbar- 


Füffiger Körper. 
3) Mechanik Iuftförmiger Körper (Aeromechanif, 


Pneumatik); d. i. die Rehre von der Bewegung der _ 


edaftifch-flüffigen Körper. 

Diefe drei Abtheilungen bilden den Inbegriff ver me- 
hanifchen Wiflenfchaften. 

Werden Statif und Mechanik feſter Körper zufammen 
als eine Wiſſenſchaft behandelt, fo erhalten fie den gemein» 
Ihaftlihen Namen Geodynamif. Eben fo führt die Ber: 
einigung der Hyproftatif und der Hydraulik zu einer Wiſſen⸗ 
[haft den gemeinfchaftlichen Namen Hydrodynamif, und 
bie Verbindung der Aöroftatif und der Pneumatik den ge- 
meinfchaftlichen Namen Asrodynamik oder Aërometrie. 

Nach der Reihenfolge diefer Iehteren Eintheilung follen 
bie dDynamifchen Lehren in dem gegenwärtigen Lehrbuche ab- 
gehandelt werben. 








Erſte Abtheilung der Statik. 


— — — — 


Allgemeine Lehren 


vom 


Gleichgewicht der Kräfte. 
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u $. 1. 


Die Aufgabe der Statit im weiteren Sinne befteht, dem 
Vorhergehenden gemäß, ganz allgemein darin: die Bebin« 
gungen zu ermitteln, welche bie Kräfte rüdfichtlich ihrer Be⸗ 
ziehbung zu einander zu erfüllen haben, damit unter ihnen 
ein Gleichgewicht ftattfinden kann. 

Ehe wir aber die dahin führenden Unterfuchungen an» 
ftellen fönnen, ift e8 zweckdienlich, vorher noch einige Be—⸗ 
griffe und Grundſaͤtze feftzuftellen. 


$. 2. 

Der Raum ift bis ins Unendfiche theilbar, und eben fo 
die Materie, welche ihn erfüllt; wenigftens in der Vorjtellung. 
Denkt man fich eine begrenzte Materie bis ins Unendliche 
getheilt, fo follen die Dadurch entflehenden unendlich Kleinen 
Theilchen materielle Punkte heißen. 

Unter einem Syftem von Punkten fol eine gewiſſe 
Anzahl materieller Punkte verſtanden werden, welche einen 
ſolchen Zuſammenhang unter einander haben, daß die Wir⸗ 
fung einer beliebigen Kraft auf einen diefer Punkte auch zu 
allen übrigen fortgepflanzt wird. 

Iſt der Zufammenhang unter den materiellen Punkten 
von der Art, daß ihre gegenfeitige Lage im Spfteme durch 
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feine Kraft geändert werden kann, fo heißt es. ein feſtes, 
fonft aber ein bewegliche Syſtem. 


$. 3. 


Jede Anzahl von Kräften, Die auf irgend eine Weife 
in ein gegebenes Spftem von Punften, oder auch nur auf 
einen Punkt wirfen, foll ein Syftem von Kräften heißen. 

Befindet fich ein ſolches Syſtem im Gleichgewichte, ſo 
zeigt ſich die Wirkung einer jeden Kraft deſſelben in einem 
gewiſſen Druck oder Zug, indem ſie das Beſtreben, den ihrer 
Einwirkung unterworfenen Punkt in Bewegung zu ſetzen, 
nicht aufgiebt. Die Stärke dieſer Wirkung, welche bei der 
einen Kraft größer oder kleiner ſein kann, als bei einer an⸗ 
dern, fol die Intenfität der Kraft heißen, und die gerade 
Linie, in welcher fie den materiellen Punkt, auf den fie 
wirkt, fortbewegen würbe, wenn berfelbe ihrer Einwirkung 
freie Folge leiften Eönnte, nehmen wir als bie Richtungs— 
linie der Kraft an. 

Unter Angriffspunft der Kraft verſtehen wir den⸗ 
jenigen Punft eines Körpers, wo die unmittelbare Einwir- 
fung ftattfindet. Es ift Mar, daß diefer Punkt jedesmal 
in der Richtungslinie der Kraft liegen muß, alfo niemals 
außerhalb derfelben angenommen werden darf. 

Intenſitaͤt, Richtung und Angriffspunft find demnach 
die drei Elemente, in welchen die Verfchiedenheit zwiſchen 
den Kräften, die in der Statif betrachtet werben, nur be— 
gründet fein Tann, und auf welche aljo bei Beſtimmung der 
Kräfte Rückſicht zu nehmen iſt. 

6. 4, 

Die Intenfität ift dem Vorhergehenden gemäß eine 
Größe, die wie jede andere Größe durch eine Einheit ihrer 
eigenen Gattung, hier alfo durch eine beflimmte, zur Ein- 
heit angenommenen Drudfraft, gemeflen werden muß. Yür 


. 
| 
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die praftifche Anwendung iſt es am bequemſten, die Kräfte 
mit Gewichten zu vergleichen, und demgemaͤß die Ginheit 
des Gewichts als Maaß der Kräfte anzunehmen. Dadurch 
erhält man Zahlen, die bei den ftatifchen Berechnungen bie 
Sntenfitäten der Kräfte vertreten, fo wie man die letzteren 
in der geometrischen Conftruction auch durch gerade Linien, 
welche jenen Zahlen proportional find, darftellen kann. — 
Diefe graphifche Darftelung, von der wir in ber Folge 
häufig Gebrauch machen werben, gewährt außerdem noch 
den Bortheil, daß dadurch zugleich die Richtung einer Kraft 
verfinnlicht werden Fannz indem man nemlich die gerablini= 
gen Stüde, welche die Intenfitäten der Kräfte vorftellen follen, 
auf den Richtungslinien derfelben abgefchnitten denkt. 

Mas die Beftimmung der Richtungslinie und des in 
ihr befindlichen Angriffspunftes betrifft, fo gefchieht dieſelbe 
auf ganz gleiche Weife, wie man in der Geometrie die Lage 
einer geraden Linie überhaupt zu beftimmen pflegt. Die 
dazu dienenden Gleichungen find im vierten Abſchnitte des 
Anhanges unter No. 30 bis 32 zufammengeftellt, und müf- 
fen alfo bier als befannt vorausgefegt werben. 


8. 5. 

Grundſatz. Eind mehrere beftimmte Kräfte an einem 
gegebenen Syftem von Punkten im Gleichgewicht, fo tfl 
daffelbe in Bezug auf jede andere Kraft als vollfommen 
frei zu betrachten; d. h. jede andere Sraft, die außer ben 
vorigen noch auf das Syſtem wirft, muß das Gleichgewicht 
aufheben, und eine entfprechende Änderung im Suftande des 
Syſtems hervorbringen. 

8. 6. 
Aus dem vorigen Grundſatze folgt: 
1) Befindet fi ein Syftem von Punkten unter der Ein: 
wirfung mehrerer Kräfte im Gleichgewicht, fo wird 
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daffelbe nicht geftört, wenn man noch andere Syſteme 
von Kräften, von denen jedes für fich ein Gleichgewicht 
bedingt, an demjelben Syftem von Punften anbringt. 

2) Das Gleichgewicht, welches zwifchen den fämmtlichen 
Kräften, die auf ein Syſtem von Punkten wirken, 
ftattfindet, wird ebenfalls nicht geftört, wenn man von 
diefen Kräften mehrere, die unter einander im Gfeich- 
gewichte find, hinwegnimmt. 


8. 7 

Wenn aber ein feftes Syftem von Punkten unter der 
Einwirkung von n Kräften im Gleichgewicht ifl, und man 
denkt fich eine derſelben hinweggenommen, ohne daß etwas 
an den übrigen, in Bezug auf Richtung, Intenfität und Ans 
griffspunft geändert wird, fo wird dadurch das Gleichgewicht 
aufgehoben. Denn wollte man annehmen, daß das Bleich- 
gewicht unter den n—1 Kräften noch fortbeftände, fo würde 
die hinweggenommene Kraft, wenn fie in berfelben Art wie 
zuvor wieder auf das Syſtem wirkte, Das Gleichgewicht deſ—⸗ 
felben aufheben; was der Vorausfegung wiberfpricht. 


8. 8, 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar: daß, wenn 
mehrere Kräfte mit einander im Gleichgewichte find, alsdann 
jede einzelne von ihnen zu betrachten ift al8 den übrigen 
das Gleichgewicht haltend. Wenn daher ein Syſtem von 
Punkten unter der Einwirfung mehrerer Kräfte nicht im 
Gleichgewicht ift, fo Fann im Allgemeinen immer eine 
andere Kraft gedacht werben, die mit den erften das Gleich- 
gewicht herftellt. 

Sn jedem befondern Falle ift zwar, wie fich fpäter 
zeigen wird, eine einzelne Kraft zur Herftellung des man- 
gelnden Gleichgewichtes nicht immer hinreichend. Doch 
müflen wir hievon einftwellen abftrahiren, da folche Aus⸗ 
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nahmefäle an ihrem Drte des Weiteren erörtert werben 
follen. | 
$. 9. 

Wenn zwei Syſteme von Kräften fich gegenfeitig das 
Gleichgewicht halten, und man denft ſich an bie Stelle des 
einen von ihnen eine einzelne Kraft gefebt, welche mit den 
Kräften des andern Syſtems daſſelbe Gleichgewicht be- 
dingt, welches vorhin unter beiden Syftemen ſtattfand, fo 
ſoll diefe einzelne Kraft die Mittelfraft von den Kräften 
des einen, und die entgegengefegte Mittelfraft von 
denen des andern Syſtems heißen. 

Hiernach hat man fi unter Mittelfraft eine folche 

zu denfen, welche die Wirfung von mehreren anderen SKräf- 
ten vollfommen zu erfeben im Stande ift; fo wie unter ent- 
gegengefegter Mittelfraft diejenige zu verftehen ift, bie 
_ mit mehreren andern Kräften ein Gleichgewicht hervorbringt, 
welches diefe für fich allein nicht erzeugen können. 


8. 10, 

Sind alfo mehrere Kräfte mit einander im Gleichge- 
wichte, fo iftihre Mittelfraft gleich Null; und man fann jede 
einzelne von ihnen als die entgegengefegte Mittelfraft aller 
andern betrachten. _ 

Umgefehrt, wenn von einem Syſtem von Kräften die 
Mittelfraft gleich Null ift, oder wenn irgend eine Kraft als 
die entgegengefegte Mittelfraft aller übrigen Kräfte auftritt, 
fo ift das Syftem allemal im Gleichgewichte, 


$. 11. 

Die Kräfte, von welchen eine gewiſſe andere Kraft 
die Mittelfraft ift, follen die Seitenfräfte dieſer letzteren 
genannt werden. 

Die Beftimmung der Mittelfraft aus den Seitenfräften 
. nennt man Zufammenfegung der Kräfte. Das umges 
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fehrte Verfahren, nemlich die Angabe mehrerer Seitenträfte, 
welche vereinigt diefelbe Wirkung hervorbringen wie eine 
gegebene Kraft, heißt das Zerlegen der Kräfte. 
Anmerkung. Statt der deutſchen Benennungen: Mittelkraft 
und Seitenfräfte finvet man in manchen Schriften die aus 
der franzöfifchen Sprache entlehnten Ausprüde: MRefulti- 
rende oder MNefultante und Eomponenten oder Com⸗ 
pofantengebraudt. Die entgegengefehte Mittelkraft wird 
dann Aquipollente, au wohl Opponente genannt. 


$. 12. 


Um bei den folgenden Unterfuchungen von dem Ein- 
fachen zum Zufammengefegten überzugehen, wollen wir um- 
ſere Betrachtungen mit Kräften anheben, die an einem 
und bemjelben materiellen Punkte wirffam find. Hierauf 
werden wir zu einem Syfteme von Punkten übergehen, wels 
ches der Einwirfung einer beltebigen Anzahl von Kräften 
_ unterworfen ift, und Dabei zuerft die Bedingung machen, daß 
das in Betracht gezogene Syflem ein feftes fei. 

In fo fern die gegenfeitigen Entfernungen zwifchen den 
materiellen Punkten eines folchen feften Syſtemes als be— 
liebig zu betrachten find, Fönnen wir daſſelbe als den allge 
meinften Begriff eines feften Körpers auffaflen, indem wir 
dabei von der Schwere und andern phufifchen Einwirkungen 
gänzlich abftrahiren. Der Übergang zu den feften Körpern 
ind Befondere gefchieht dann leicht dadurch, daß wir Die 
Anzahl der materiellen Bunkte unendlich groß, und ihre ge⸗ 
genfeitigen Entfernungen unendlich klein annehmen. 
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Erftes Kapitel. 


Bon Kräften, welche auf einen und denfelben materiel- 
len Punkt wirken. 


I, Wenn die Richtungslinien der Kräfte alle in verfelben Ebene 
enthalten find. 


8. 13. 

Gleichgewicht zwifchen zwei Kräften an einem 
materiellen Punkte. 

Es liegt fchon in dem Begriff von Kraft, daß eine einzelne 
Kraft für fih allein Fein Gleichgewicht hervorbringen kann. 
Der einfachfte Fall, welcher hier in Betrachtung kommt, ift 
alfo derjenige, wo zwei Kräfte an bemfelben Punfte ange- 
bracht find, und in dieſer Hinficht finden folgende Grund- 
fäge Statt: 

1) Zwei Kräfte von ungleichen Intenſitaͤten, die in derſel⸗ 
ben geraden Linie nach entgegengeſetzten Richtungen auf 
einen materiellen Punkt wirken, können kein Gleichge⸗ 
wicht erzeugen. 

2) Zwei Kräfte, die unter einem beliebigen ſchiefen Win⸗ 
kel (kleiner als 180 Grad) auf einen Punkt wirken, 
koͤnnen denſelben ebenfalls nicht im Gleichgewicht er⸗ 
halten. 

3) Zwei Kräfte von gleichen Intenfttäten, die nach gerabe 
entgegengefegten Richtungen an einem materiellen Bunfte 
wirken, find mit einander im Gleichgewichte. 
Umgefehrt find zwei Kräfte einander gleich, wenn fie, 
in gerade entgegengefegter Richtung an einem PBunft 
angebracht, fich das Gleichgewicht halten. 


4 


u 
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g. 14. 


Bon einem beliebigen Syſtem von Kräften, in welchem 
fein Gleichgewicht vorhanden, ift die Mittelfraft der enige- 
gengeſetzten Mittelfraft gleich, aber gerade entgegengefebt. 

Denn die Seitenfräfte find mit der entgegengefepten 
Mittelfraft im Gleichgewicht. Da nun die Mittelkraft dieſe 
vereinte Wirfung der Seitenfräfte in jeder Beziehung er- 
fegen fol, fo muß fie mit jener ebenfalls im Gleichgewicht 
fein; was aber nur unter der anfänglich ausgefprochenen 
Bedingung möglid, ift. 

S. 15. 

Wirft eine Kraft A nad) der Richtung MA (Fig. 1.) 
auf den Punft M, fo muß nad) der entgegengefebten Rich- 
tung MB eine Kraft B=A angebracht werben, um bie 
Wirkung der erften aufzuheben. Eben fo ift für jeven 
andern Bunft, wie M’, M“ ıc. in der Richtungslinie ber 
Kraft A, dieſelbe Kraft B erforderlih, um die erfle im 
Gleichgewicht zu erhalten. 

Hieraus folgt: Daß es in Bezug auf die Wirkung einer 
Kraft ganz gleichgültig ift, in welchem Punkt ihrer Rich— 
tungslinie der Angriffspunft gedacht wird. Dabei hat man 
fi aber die Richtungslinie als ungzerreißbar vorzuftellen, 
damit die Wirkung der Kraft auf einen Punft in ihr, zu 
jedem andern, den man als Angriffspunft zu wählen für 
zweckmäpßig erachtet, unmittelbar fortgepflangt werde. 

$. 16. 

Beliebig viele Kräfte, die in einer und der— 
felben geraden Linie wirfen. 

Wenn mehrere Kräfte A, B, C.... x. nach derfelben 
Richtung gleichzeitig auf einen materiellen Punkt wirken, fo 
ift offenbar die Geſammtwirkung P aller diefer Kräfte gleich 
der Summe der Wirkungen, welche biefelben einzeln hervor⸗ 
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zubringen ftreben. Denn jede einzelne Kraft fügt ihre, in 
einem Drud. oder Zug beftehende Wirkung ven gleichartigen 
Wirkungen aller übrigen Kräfte Hinzu, und fo vereinigen fich 
alle Kräfte zu einer einzigen. Kraft P, die ihrer Summe 
gleih if. Man hat Daher 

P=A+-B+C+r.... 10.5 


durch welche Gleichung alſo P als die Mittelfraft der nad 


q 


einerlei Richtung wirfenden Kräfte A, B, C,.... ıc. darge 
ftellt wird. 

Betrachtet man umgefehrt P ald eine gegebene Kraft, 
und denft man fich Diefelbe in beliebig viele Theile A, B, 
C, ... x. zerlegt, fo erhellt fofort, wie fi Die Wirfung 
einer jeben gegebenen Kraft durch beliebig viele, nach berfels 
ben Richtung wirkende Kräfte erfegen, d. h. in Seitenfräfte 
zerlegen läßt. 

$s. 17. 

Sind die in einer geraden Linie nach einerlei Richtung. 
wirfenden Kräfte einander gleich, ift z. B. jede von ihnen 
= p, fo ergiebt fich ihre Mittelfraft P als ein Vielfaches 
von jeder einzelnen Kraft; alſo 

P= np, 
wenn n die Anzahl der gleichen Kräfte bezeichnet, 

In diefer Gleichung kann p als eine beftimmte Krafteinheit 
betrachtet werden, die zwar an fich beliebig zu wählen ifl, für 
alle mit einander zu vergleichenden Kräfte aber dieſelbe fein 
muß. Die abftracte Zahl n drüdt dann die Intenſität der 
Kraft P in Bezug auf dieſe Einheit aus, und daraus er-- 


giebt fich, übereinftimmend mit dem in $. 4. Geſagten, wie 
. Kräfte ſich als meßbare Größen betrachten und | in der Rech⸗ 


nung durch Zahlen darſtellen laſſen. 
g, I8. 
Wirken zwei ungleiche Kräfte P und-Q nach entgegen⸗ 
geſetzten Richtungen an einem Punkte, fo find fie einer 
1. 2 
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Kraft gleich zu achten, die gleich ihrem Unterfchiede und nach 
derjenigen Richtung wirkfam ift, nach welcher fich die Wir- 
fung der größeren Kraft erfiredt. 

Iſt P die größere Kraft, fo kann man diefelbe in zwei 
anderen Q und R zerlegt denken, ſo daß P=Q +R if 
Anftatt P und Q bringe man nun die Kräfte Q + R und 
Q in entgegengefepter Richtung an dem Bunfte M an (Fig. 2), 
fo heben ſich die beiden identifchen Kräfte Q und Q gegen 
einander auf, und der Punkt ift bloß der Wirfung von R 
= P— Q unterworfen. 


8. 19. 


Wenn mehrere Kräfte nach gerade entgegengefeßten Rich- 
tungen auf einen Bunft wirfen, fo ift ihre Mittelfraft gleich 
der Summe der Kräfte, die nach der einen Richtung wirfen, 
weniger der Summe der nach der entgegengefegten Richtung 
wirfenden Kräfte. | 

Denn find die Kräfte A, B,C,...ıc nad der 
einen, die A’, B', C',.. . x. nach der entgegengefegten 
Richtung wirffam, und bezeichnen P, Q die Mittelfräfte die- 
fer beiden Syfteme, dann ift nach) $. 16, 

P=A+-B+C+r..... ꝛc., 

Q=A+-B +Ü+r..... x. 
Die. Kräfte P und Q erfegen nun die Wirkungen jener bei- 
den Syfteme, wenn fie in entgegengefegter Richtung an dem— 
felben Punkte angebracht werden. Ihre vereinigte Wirkung 
ift aber nach dem vorigen $. einer Kraft R gleich zu achten, 
die gleich ihrer Differenz if. Man hat daher für die Mit- 
telfraft fämmtlicher Kräfte: 
R=P—-Q0O=A+-B+C+...—-(A+B-+C-+..). 


$. 20, 


. Sind mit Bezugnahme auf den vorigen $. alle nach ent⸗ 
gegengefeßten Richtungen wirkenden Kräfte mit einander im 


— — — —— — — — — 
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Gleichgewicht, fo muß daſſelbe auch zwiſchen den beiden fie 
erſetzenden Kräften P und Q ſtattfinden. Nach 8. 13, 4 
muß daher P = Q fein; oder 
A+B+C+r...vw=A'+-B +C +... 
Das Gleichgewicht erfordert daher, Daß die Summe ber 
Kräfte nach der einen Richtung gleich fei der Summe der 
Kräfte nach der entgegengefegten Richtung. 

Gewöhnlich pflegt man diefe Gleichung unter der Form 
A— A’ +-B—-B + C—C+.....=0 
darzuſtellen, und fie dann folgendermaßen in Worten aus- 

zudrüden: 

Wenn Kräfte, die in derſelben geraden Linienach 
entgegengefegten Richtungen wirfen, mit einander 
im Oleichgewicht find, fo ift ihre algebratfche Sum- 
me gleich Null. | 

Und ift umgefehrt dieſe Summe gleich Null, dann ſind 
auch die Kraͤfte mit einander im Gleichgewicht. 

§. 21. 

Drei Kräfte, nach verſchiedenen Richtungen an 
einem materiellen Punkte wirkſam. 

Befindet ſich ein Punkt unter der Einwirkung dreier 
Kräfte A, B, C im Gleichgewicht, fo können zwei von bies 
fen Kräften fich nicht entgegengefebt fein. 

Denn wäre died 3. B. mit A und B (Fig. 3) der 
Gau, fo koͤnnte man, nad 8. 18, ihre vereinte Wirfung 
durch eine andere Kraft D=-&(A—B)*®) erfeben, ſo 
daß das Gleichgewicht zwifchen den beiden Kräften C 
und D fortbeftehen müßte. Da biefe aber einen ſchiefen 


*) Das Doppelgeichen = bebeutet bier, wie in ber Folge überall, 
daß bie damit behaftete Kraft entweber nad) ber einen Richtung (+), 
oder nach der enigegengefebten (—) wirffam if, 
2% 
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Winkel mit einander bilden, fo iſt das gefolgerte Gfeichge- 
wicht ein Widerfpruch gegen den Grundſatz 2) in $. 13. 

Sede von den drei Kräften muß alfe, im Falle des 
Gleichgewichts, eine ſolche Lage haben, daß die Verlänge- 
rung ihrer Nichtungslinie innerhalb des Winfels fällt, den 
die beiden anderen Kräfte mit einander bilden. 


$. 22. 

Drei Kräfte, A, B und C, die an einem materiellen 
Punfte mit einander im Gleichgewichte find, müffen fich mit 
ihren Richtungslinien in einer und derfelben Ebene befinden. 

Denn gefeßt, die Kraft C befände ſich nicht in ber 
durch A und B gelegten Ebene, fo fein MA und MB 
(Fig. 4) die Richtungslinien der Kräfte A und B in der 
Ebene des Papiers, und MC fei die Projection der Kraft C, 
welche Ietere oberhalb der genannten Ebene, biefelbe im 
Punkte M fchneidend, angenommen wird. Man. vente fich 
nun ein zweites Eyftem von Kräften A’, B', C, welches in 
Adficht auf Richtung und Intenfität mit dem erjteren voll- 
fommen ibentifeh, und daher, wie diefes, für fich allein im 
Gleichgewicht if. Bringt man dies zweite Syftem in ber 
Art an den materiellen Bunft M an, daß A’ mit A, fo wie 
B’ mit B, in gerade entgegengefeßte Lagen fallen, fo wird 
C', wie vorhin C, oberhalb der Ebene zu liegen fommen, 
fo daß MC’ die Projection der Richtungslinie vorftellt. Da 
nun der Annahme gemäß jedes Syſtem für fich im Ofeich- 
gewicht fein fol, fo muß das Gleichgewicht auch unter. bei 
den Enftemen fortbeftehen (8. 6, D. Run ift aber A mit 
A’, und B mit B’ im Gleichgewicht, und daher kann man 
diefe Kräfte (nach 8. 6, 2) hinwegnehmen. Das Gleichge- 
wicht müßte dann bloß unter den Kräften C und C’ allein 
ftattfinden; was aber ein Widerfpruch gegen 8. 13. 2) fein 
würde, da diefelben einen ſchiefen Winfel mit einander bilden. 
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Sind drei Kräfte A, B und C an einem ımb demſel⸗ 
ben Bunfte mit einander im Gleichgewicht, fo ift jede von 


ihnen in Bezug auf Richtung und Sntenfität vollfommen 


beflimmt, fobald Die beiden andern in biefer Beziehung ges 
geben find. 

Denn wäre e8 möglich, daß außer C noch eine anbre 
Kraft C’, welche bloß in Bezug auf die Intenfität von C 
verfehieben. fein mag, mit A und B im Gleichgewicht fein 
fönnte, jo müßte daſſelbe Gleichgewicht auch unter der ver- 
einten Wirfung beider Syfteme A, B, C und A, B, C’ vor« 
handen fein. Denft man fi) nun letzteres Syftem fo. an⸗ 
gebracht, daß die gleichnamigen Kräfte A, A und B, B 
(Fig. 5) gerade entgegengefegte Lagen erhalten, fo wird auch 
C mit C’ entgegengefegt zu liegen kommen, weil bie Rich- 
tungen diefelben geblieben find. Nun heben fich aber bie 
Kräfte A, A und B, B paarweife mit einander auf ($. 11, 
3); alfo müßte das Gleichgewicht bloß unter den beiden 
Kräften C und C’ fortbefiehen, was aber nicht möglich ifl, 
da diefe von ungleicher Größe find. 

Wollte man aber außer den verfchiedenen Ontenfitäten 
auch noch Die Richtungen der beiden Kräfte C, €’ als ver⸗ 
ſchieden annehmen, fo würde der obige Widerfpruch nur. um 
fo ftärfer hervortreten. Denn dann würden jene beiden 
Kräfte, wenn das zweite Syſtem in derſelben Weife wie 
vorhin angebracht würde, nicht entgegengefebt zu Tiegen kom⸗ 
men, und das Gleichgewicht: würde alfo mwiſchen C und C' 
um fo weniger fortbeftehen fönnen. 


$. 21. 


Da man von ben drei, an einem materiellen Bunfte 
im Gleichgewicht befindlichen, Kräften jede einzelne als bie 
enigegengefegte Mittelfraft ver beiden andern betrachten Tann, 
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fo läßt fich aus dem fo eben bewieſenen Lehrſahe noch fol⸗ 
gender Schluß ziehen: 

Sind die Intenſitaͤten zweier, unter einem beſtimmten 
Winkel auf einen Punkt wirkenden Kraͤfte gegeben, ſo iſt 
auch ihre entgegengeſetzte Mittelkraft allemal, in Bezug auf 
Richtung und Intenfität, vollkommen beftimmt. — Daſſelbe 
gilt von der Mittelfraft, da fie von jener nur durch den 
Gegenſatz der Richtung verſchieden ift. 

Es mögen nun die Linien PA und PB (Fig. 6) die 
Richtungen und Intenfitäten zweier gegebenen Kraͤfte vor⸗ 
fielen, welche unter dem beftimmien Winfel APB auf den 
materiellen Punkt P wirken, und durch PC werde die un- 
befannte Größe und Richtung ihrer Mittelfraft dargeftellt. 
Man ziehe die Berbindungslinien AC und BC, fo entfteht 
ein Viereck PACB, welches, dem Vorhergehenden gemäß, 
aus den beiden Seiten PA, PB und dem eingefchlofienen 
Winkel APB vollfommen beftimmt fein muß. Im Allge⸗ 
meinen find zur Beitimmung eines beliebigen Viereckes fünf 
Deftimmungsftüde nöthig, und nur in dem einzigen all 
find deren drei hinreichend, wenn daſſelbe ein ‘Barallelo« 
gramm ift. Hieraus folgt, daß das in Rede ftehende Vier- 
ed PACB nur ein Barallelegramm fein kann, weil ed aus 
zwei Seiten und dem von ihnen eingefchloflenen Winfel voll⸗ 
kommen beftimmt fein fol. 

Demgemäß Tönnen wir fchon jest den Sat aufitellen: 
daß, wenn zwei beliebige Kräfte unter irgend einem Winkel 
auf einen materiellen Punkt wirken, und man conftruirt auf 
den Linien, die dieſe Kräfte geometrifch Darftellen, ein Pa- 
rallelogramm, alsdann die Diagonale deſſelben die Richtung 
und Größe der Mittelfraft darftellt. 

Diefer Satz mag hiermit nur vorläufig angedeutet fein; 
wegen feiner großen Wichtigkeit für alle Dynamifchen Unter- 
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fuchungen foll ein ſtrenger Beweis veflelben an feinem Drte 
gegeben werben. 
6 25. 


Sind drei Kräfte A, B und C, welche der Intenſi taͤt 
und Richtung nad) gegeben find, an einem und demſelben 
Punkte im Gleichgetvicht, und ändert man, während alles 
Übrige daffelbe bleibt, die Intenfitäten A und B in A’ und’ 
B’ ab: fo wird dadurch das Gleichgewicht geftört. 

Denn wollte man annehmen, daß das Gleichgewicht, 
welches unter A, B und C (Big. 4) vorhanden war, auch 
noch unter A’, B’ und C fortbeftände, fo würbe der Punft 
auch im Gleichgewicht bleiben, wenn beide Syfteme von 
Kräften A, B, C und A’, B', C. zugleich auf ihn wirkten. 
Dan denke fi) demnach das zweite Syſtem, um 180 Grab 
gedreht, an demſelben Punkte angebracht, worauf das erfte 
wirft, dergeftalt, daß A mit A’, B mit B' und C mit C 
entgegengefebt zu liegen fommen, was Immer möglich if, da 
die Winfel ungeändert geblieben find. Alsdann heben fich 
die identifchen Kräfte C, C mit einander auf, und daher muß 
das Gleichgewicht, dafern es unter den ſechs Kräften vorhanden 
war, auch noch unter den vieren A, A’, B und B’ fortbes 
fiehen; folglich auch, zufolge 8. 19, unter Einwirkung der 
beiden Kräfte = (A—A’) und = (B—B‘), die aber 
einen fchiefen Winfel einfchließen. 


8. 26, 


Aus dem obigen Lehrfage folgt: Wird eine gegebene 
Kraft nach zweien ebenfalls gegebenen Richtungen in Seiten- 
fräfte zerlegt, fo find diefe in Abſicht auf ihre Intenfitäten 
vollfommen beftimmt. Da man nun für die Geitenfräfte 
unendlich viele Richtungen angeben Fann, fo ſieht man ein, 
daß jede gegebene Kraft der Zerlegung in zwei Seitenfräfte 
auf unendlich mannigfaltige Weife fähig if. Das Berhält- 
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niß der Intenfitäten der Seitenfräfte zu ber der gegebeiten 
Kraft kann daher nur von den Winfeln abhängig fein, bie 
von jenen mit biefer gebildet werben. ' 

8. 27.- 

Iſt ein Syftem von beliebig vielen Kräften A,B, C,... ıc. 
an einem materiellen Punkte im Gleichgewicht, fo ift auch 
jedes andere Syſtem A’, B’, C',... ıc. im Oleichgewicht, 
wenn die Ießteren Kräfte in denfelben Richtungen wie bie 
erfteren wirken, und rüdfichtlich ihrer Intenfitäten mit denen 

des erften Syſtems proportional find. 

Um diefen Satz zu beweifen, wollen wir zuerſt anneh- 

men, daß die Kräfte des zweiten Syftems beliebige Vielfache 
von denen des erften find; .®8. A =nA,B’=nB, C' 
= nC u. ſ. w.; won eine ganze Zahl bedeutet. In dies 
ſem Fall läßt fih das zweite Syſtem durch ein nmal wies 
berholtes Anbringen des erfteren an demfelben Punkt erzeu⸗ 
gen, wodurch das Gleichgewicht (nach $.4, 1) fofern folches 
vorhanden war, nicht geftört wird. 
1 
n 
und wollte man nım annehmen, Daß zwifchen A’,B', C',... ıc. 
nicht daſſelbe Gleichgewicht ftattfände, welches für A, B, C,... ⁊c. 
vorausgefeßt wurde, fo Fönnten auch die BVielfachen jener 
Kräfte, 3. B. nA’, nB‘, nC',... ıc. nicht mit einander im 
Gleichgewicht fein; alfo auch nicht A,B, C,...ıc., was ber 
Borausfegung widerfpricht. 


Drittens ſei A’ = A, B -—B,0 = 0... 


| 1_ 
Wäre aber, zweitens, A=la, B=—-B,C= 2 C, x. 


wenn m und n ganze Zahlen bedeuten. 

Da die Kräfte A, B, C,... ıc. im Gleichgewicht find, 
fo müffen, nach dem erften Theil diefes Beweiſes, auch bie 
Bielfahen mA, mB, mC,... ıc., und alfo auch, nach dem 
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zweiten Theil, bie Kräfte (mA), 2 (mB ), —X 
im Gleichgewicht ſein. 

Iſt das Verhaͤltniß zwiſchen den Kraͤften des erſten 
und zweiten Syſtems irrational, ſo laͤßt ſich doch immer 


e m ” 4 ’ 
ein Bruch von der Form 2 angeben, der jener irrationalen 


Berhältnißzahl fo nahe Tommt, ald man nur will; daher 
ver Sat aud für diefen Fall ftattfindet. 


8. 28. 

Aus dem Lehrfage des vorigen Paragraphen, der übri- 
gens, wie leicht erhellet, auch für jedes Syflem von Punkten 
ganz eben fo gilt, kann man Holgendes fchließen: 

Wenn mehrere Kräfte eine gewiffe Mittelfraft geben, 
jo werden eben fo viele andere Kräfte, welche jenen nach der 
Reihe proportional find und in denfelben Richtungen wie 
diefe wirken, eine Mittelfraft liefern, die fich zu ber erfteren 
eben fo verhält, wie irgend eine Kraft des zweiten Syſtems 
zu einer entfprechenden des erfteren. Denn in Bezug auf 
bie entgegengefegte Mittelfraft ift Died fo eben beiwiefen. Was 
aber für die Intenfität diefer gilt, muß auch eben fo für 
die Mittelfraft gültig fein, da beide von gleicher Größe find 
und ihre Richtungslinien in dDiefelben geraden Linie zufam- 
menfallen. 

$. 29. 


- Wenn von drei, fih an einem Punkt im Gleichge- 
wicht befindenden Kräften A, B, C zwei einander gleich find, 
z. B. A=B, ſo hat die dritte C eine folche Lage, daß fie 
mit den beiden erfteren gleiche Winfel bildet, 

Da nämlich das Gleichgewicht unter den Kräften A, 
B, C vorhanden ift, fo muß folches auch noch fortbeftehen, 
wenn noch ein zweites Syftem A’, B', C, mit dem erfteren 
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in Bezug auf Richtung und Intenfität vollfommen iventifch, 
an demſelben Punkte wirffam if. Wird nun letzteres Sy— 
ſtem in umgekehrter Lage an dem Punkte M (Fig. 7) ange- 
bracht, fo daß Die Kräfte B', A und A’, B entgegengefet 
zu liegen Tommen, fo heben fich Diefe paarweiſe mit einander 
auf, weil nach der Vorausſetzung A=B = A’ = Bf ift, 
Das vorhandene Gleichgewicht muß daher Bloß noch unter 
ben beiden Kräften C und C’ fortbeflchen, und ba Ießtere 
rüdfichtlich der Intenfitäten einander gleich. find, fo müffen 
fie in Abficht auf’ ihre Richtungen gerade entgegengefebt fein. 
Die Linie CC’ ift demnach eine gerade, und die Winfel 
AMC und B'MC find Scheitelwinfel; mithin als folche 
einander gleich. Zebterer ift aber mit ZBMC der Vor—⸗ 
ausfegung gemäß iventifch; folglich hat man auch 
LAMC = LBMC. 


$. 30, 


Aus dem vorigen Lehrfage fönnen wir noch folgende 
Schfüffe ziehen: 

1) Wirken zwei gleiche Kräfte unter einem beliebigen Win- 
kel auf einen materiellen Punkt, fo wird dieſer Winkel 
von ihrer Mittelfraft Halbirt. Wird aber umgefehrt 
eine gegebene Kraft in zwei Seitenfräfte zerlegt, die 
mit ihr gleiche Winfel bilden, fo müflen biefe in Be- 
zug auf die Intenfitäten einander gleich werben. | 

2) Sind drei gleiche Kräfte an einem Punkte im Gfeich- 
gewicht, fo find auch die drei Winfel gleich, die fie mit 
einander bilden, und zwar ift jeber gleich 120 Graben. 
Und wenn umgefehrt, die drei Winfel gleich find, unter 
welchen drei Kräfte einen materiellen Bunft im Gleich“ 
gewicht erhalten, fo müffen auch nothwendig Die Ins 
tenfitäten derfelben einander gleich fein. 
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$. 31. 


Befimmung der Mitteltraft von zwei Kräften 
an einem Punkte. 

Da alfo, dem Vorgehenden gemäß, bie Richtung der 
Mittelfraft zweier gleichen Seitenfräfte, Die auf einen ma- 
teriellen Punkt wirfen, jedesmal in der Halbirungslinie des 
von ihnen gebildeten Winkels Tiegt, fo kommt es nur noch 
darauf an, die Intenfitit dieſer Mittelfraft zu beflimmen. 

Es ift fchon im 8. 26 bemerkt worden, daß das Vers 
haͤltniß der Intenfitäten nur von den Winfeln abhängig fein 
kann, die von der Mittelfraft mit den Seitenfräften gebildet 
werben. Wirken alfo zwei gleiche Kräfte P, P (Fig. 9) auf 
einen materiellen Bunft M, und man bezeichnet die Inten⸗ 
fität ihrer Mittelfraft mit R, fo wie den Winfel, den viefe 
mit jeder der beiden Seitenfräfte bildet, mit x (wo x in 
Bogenmaß für einen Halbmeſſer gleich 1 zu verſtehen iſt): 
ſo wird eine Gleichung von der Form 


> =f(x) | 
ee Verhaͤltniß drüum Denn nach 8. 28 iſt der Bruch 
5 für alle Werthe von P conftant, fobald ver Winkel x 


berfelbe bleibt. Ändert fich aber diefer Winkel, fo wird much 
jener Bruch eine entfprechende Änderung erleiden; woraus 
folgt, daß er eine Function des Winkels ift, 

Es kommt num darauf an, die burdy f(x) bezeichnete 
Sunetion des Winfeld näher zu ermitteln. Zumächft er- 
hält man zu diefem Ende aus der vorigen. Gleichung die 
folgende 
(4) R=P.f(x), 
weiche natürlich für jeden beliebigen Werth von x Rattfins 
ben muß. Sept man alfo einen Augenblid x=0, wodurch 
man erhaͤlt R=P-f(0), 
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jo entfpricht Dies dem befondern Ball, wo die beiden Kräfte 
P,P nad) Derfelben Richtumg in der geraden Linie MR 
wirffam find. Aber dann ift ihre Mitselfraft gleich ihrer 
Summe, d.5. R=2P; und daher ergiebt fich 

(2) f(0) = 2. 

Hieraus fchließen wir auf die Befchaffenheit der Function, 
daß fie für x=0 den beftimmten Zahlenwerth 2- Kefert. 
Um nun noch andere Eigenfchaften der fraglichen Funktion 
zu ermitteln, denfe man ſich jede der gegebenen Kräfte P,P, 
als die Mittelfraft von zweien andern gleichen Kräften p, p, 
welche beiderfeitig mit P die gleichen Winfel y bilden. Zu⸗ 
folge der Gleichung Nr. 1 hat man dann 

| P=p-f(y); 

und wenn man dieſen Werth von P in der Gleichung CD 
fubftituirt, fo kommt 
(3) | R=p-fix)-fly). 
Ferner fei r die Mittelfraft der beiden äußeren Kräfte p, p, 
von denen jede mit der Linie MR den Winfel x+y ein- 
ſchließt, fo faͤllt die Richtung von r in dieſe Linie, und bie 
Intenfität r ergiebt fich durch die Gleichung 
(4) | r=p-f(x+y). 
Bezeichnet ebenfo r' die Intenfität der Mittelfraft von den 
beiden innern Kräften p,p, welche bezüglih mit MR ben 
Winkel x—y einfchließen, fo ift 
(5) r=pf(x—y); 
und die Richtungslinie diefer Kraft fällt ebenfalls mit ber 
Geraden MR zufammen. 

Die beiden partiellen Mittelfräfte r und x’ werben nun 
zufammen die vereinte Wirkung der vier Kräfte p,p,Pp, P 


auf den Punkt M erfegen; und da fie in derfelben geraden 


Linie wirfen, fo ift ihre Summe gleich ber Miltelkraft der 
letzteren, und mithin auch gleich der Mittelfraft. Der gegebe⸗ 


nen Kräfte P,P. Demgemäß hat man Rer+r, ober 
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wenn man für r und r’ Die entſprechenden Werthe aus (9 
und (5) einſetzt, 


(66) R=p-fx+y)-+-p ey). 
Die Bergleihung dieſes Ausdruds mit dem in Nr. 3 liefert 
“nun die identifche Gleichung 


(N ION =raHy) +fx—y) 
Setzt man in diefer Gleichung x=0, fo findet man - 
f(0)- ——— 


ober, weil nach der 2ten Sleihung f()=2 ift, fo Emmi 


2{(v)=f(y)+f(-y); 
alfo auch f(y)=f(-y). 
Da nun die beiden Functionen fix) und f(y) der Form 


nach identifch find, fo hat man eben fo f(x)=f(—x); wor- 


aus hervorgeht, Daß die fragliche Function ihren Werth 
nicht ändert, wenn darin —x anftatt x gefegt wird. Gie 
fann daher nur Die geraden Potenzen von x enthalten, weil 
bie Glieder mit ungeraden Potenzen negative Vorzeichen an- 
nehmen würden, wenn x negativ geſetzt wird. 

Diefem gemäß, und mit Rüdficht auf Nr. 2, kann man 
folgende Gleichung anfegen: 
I) f(5) 22 Axꝰ BxOCOx +-Dx’+... x. 
worin die noch unbeſtimmten Coeffizienten A, B, C, ıc. von 
x unabhängige conflante Zahlen beveuten. Um fle zu be- 
ftimmen, wollen wir aus der Örundgleihung Nr. 7 noch 


eine einfachere ableiten, welche nur die eine Veränderliche x 


enthalten fol. Dies wird erlangt wenn man y-x fest, 
denn aledann Fommt 

f(x)- f(x) = f(2x) + f(0), oder 
(9). Fa)? — 2 = f(2x)”). 


*) Diefe Gleichung kann auch folgendermaßen aus der Figur abge- 
leitet werben; Da nemlich je zwei won ben mit p (Fig. 9) bezeichneten 
Kräften, mit ihrer Mitteltraft P denfelben Winkel x bilden, ben die ge- 
gebenen Kräfte P,P mit R einſchließen, fo fallen zwei non jenen wier 
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Quadrirt man mun die Gleichung Nr. 9, und fubtrahirt 

dann auf beiden. Seiten die Zahl 2, fo fommt 

[fx)P—2=2--4A-x’-+4B +4C x +4D 
A| +2AB| 


xꝰ.... x. 








+B? 

Sept man aber in der Iten. Seichung 2x an die Stelle 
von x, fo ergiebt ſich 
f(2x)=2+4A-x?+16B-x*+64C-x°+256D-x’-+... ıc. 

Beide Entwidelungen find nun, zufolge der 10ten Glei⸗ 
hung, mit einander identiſch, und daher müflen die zu glei- 
hen Potenzen von x gehörigen Eveffizienten einander gleich 
fein. Hiernach erhält man folgende Vergleichungen: 


AA = AA; folglich A = A 
2 
16B=4B-+-A?; » B= 
. A?’ 
64C = 4C + 2AB; » C= 3.4-5-6 
4 
256D=4D -r 2 AC+Bi; » D= er 


Subftituirt m man nun diefe Werthe in ber Gleichung No. 8, 
fo ergiebf fi} 


ar A?’x? A'x° 
fx)= =2+Ax+ 34 7375 15- rare t+ ... x. 
For Axt Ay: Az 
= (1 + + tet ); 


oder wenn man, um die gefundene Entwidlung noch mehr 
ſymmetriſch zu machen, an die Stelle der noch unbeftimmten 


Kräften in bie Linie MR, während die beiden antern mit ihr die Winfel 

2x bilden. Sft nun R=P’f(x), alfo auch P=p f(x), fo ergibt ſich 

durch Subftitution R=p.[f(x)]?. Ferner it die in MR fallende Mittel- 

fraft ber beiden äußeren Kräfte p, p gleich p.f(2x), und da nad) berfel- 

ben Richtung ſchon 2p wirken, fo ift auch R=p.f(2x)-+2p. Beide 

Werihe von R, mit einander verglichen, geben num die obige Gleichung: 
Far =tTar) +2 
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&onftante A eine andere — a? febt, was jederzeit erlaubt ifl, 
ax)? ax)‘ ax)® ax)® 

fx) = 2.(1 — = + nr — * +...) 

Die Reihe, welche auf ber rechten Seite der Gleichung 
in der Klammer fteht, ift num (nach Anh. II. Ro. 18) die 
Entwidlung von Cos (ax), und daher hat man 

f(x) = 2-Cos (ax); 

alſo nach Gleihung No. 1, wenn darin für FCx) diefer ge- 
fundene Werth fubftituirt wird, 
(10) R= 2P-Cos (ax). 

Nunmehr kömmt es noch darauf an, die Conftante a zu 
beftimmen. Zu diefem Ende dient die Bemerfung, daß, wenn 
x den Bogen des Duadranten für den Halbmefler = 1, 
d. 5. 372 bedeutet, alsdann die beiden Kräfte P, P einanber 
gerade entgegengefeßt, und Daher im &leichgewichte find. In 
diefem Fall ift ihre Mittelfraft = ©, und man hat deshalb 


0=2P-Cos (a7); folglih Cos (27) 2=; 
woraus zunächft hervorgeht, Daß a eine ungerade ganze Zahl 
fein muß. Diefelbe kann aber, wie leicht erhellet, nur den 
befondern Werth = 1 haben; denn wollte man a > 1 an- 
nehmen, 1 würde man in ber Öleihung (10) für x den 


Werth = = fegen fönnen, wo fih dann R=0 ergäbe. Die 
beiben Seit müßten daher unter dem fchiefen Winkel 
2.3 Fan im Gleichgewicht fein, was aber nicht möglich ifl. 

Dennad ift nun a=1, und alfo die gefuchte Mittelfraft 





R= 1P. Cosx. 
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Barallelogramm der Kräfte, Stellt man die In⸗ | 
tenfttäten der Seitenfräfte durch die auf ihren Richtungs- 
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linien genommenen Stüde MA und MB (Sig. .10) vor, 
welche, wie Die Kräfte felbft, einander gleich find, und con⸗ 
firuirt man aus diefen beiden Linien, mit dem von ihnen 
gebildeten Winfel AMB=2e, den Rhombus AMBC, ſo 
halbirt deſſen Diagonale MC den Winfel AMB, und ihre 
Länge ergiebt fich befanntlich 

MC=2AM-Cosc. 

Da nun. Diefelbe Zahl, welche die Sntenfität P aus- 
prüdt, auch zugleich die Länge der Linie AM angiebt, fo 
fann man die vorige Gleichung auch folgendermaßen ſchreiben: 

MC=2P:-Cose. 
Nach dem im vorigen Paragraphen gefundenen Refultat. ift 
aber, wenn R die Mittelfraft der beiden gleichen Seiten⸗ 
kraͤfte P, P vorſtellt, 

| ‚BR=2P.Cose; 

‘und Daher ift R=MC. 

Die Mittelfraft zweier gleichen Kräfte Fann daher, in Ab- 
fiht auf Richtung und Intenfität, durch die Diagonale des 
Rhombus dargeftellt werben, deilen Seiten die Seitenfräfte 
ebenfalls nach Richtung und Intenſität vorftellen. 

Diefer Say ift bis jetzt nur für zwei gleiche Kräfte 
bewiefen; deshalb wollen wir im folgenden $. den Beweis noch 
auf beliebige Kräfte, die unter einem gegebenen Winfel auf 
einen materiellen Punkt wirken, ausdehnen. 

§. 33. 

Wir werden zuerft vorausfeßen, daß der Winkel zwiſchen 
den beiden ungleichen Seitenfräften ein rechter, und nachher, 
Daß er ein beliebiger fei. 

1) Es bezeichnen P und Q die unter einem rechten 
Winfel auf den Punft M wirkenden Kräfte, und MP, MQ 
(ig. 11) die fie darftelenden geraden Linien. " 

Man zeichne das Rechteck MPROQ, und ziehe die bei- 
ben Diagonalen deffelben, welche ſich in C fehneiden und 
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gegenfeitig halbiren; durch den Punkt M ziehe man bie ge⸗ 
rade Linie AB parallel mit der einen Diagonale PO, fo 
wie aus den Punkten P und Q bie Linien PA und OB 
der andern Diagonale MR parallel, fo erhält man die bei- 
den Parallelogramme AC und BC, weldye, wie. leicht zu 
beweifen, gleichfeitig find. Nun ift 
im OAC: MA= MC und LPMA = LPMC; 
im OBC: MB = MC und ZLOMB = LOMG; 
folglich ergiebt fi: MA=MB. 
Da nın MP und MO die Winfel AMC und BMC hal» 
biren, fo kann man, nach dem vorhergehenden Paragraphen, 
MA und MC als die Seitenfräfte von MP, fo wie MB 
und MC als die von MQ anfehen, und umgefehrt. Die 
Mittelfraft diefer vier Seitenfräfte ıft nun 

MC+-MC = 2MC; 
weil die beiden Kräfte MC, MC in berfelben graden Linie 
und nad) einerlei Richtung wirfen; die beiden andern MA, 
MB dagegen, als gleich und entgegengefegt, fich aufheben. 
Kun ift aber auch die Diagonale MR = 2MC; folglich 
ſtellt Diefe die erwähnte Mittelfraft dar. 

2) Die beiden ungleichen Kräfte P und Q, deren Rich- 
tungen und Größen durch die geraden Linien MP und MO 
(Fig. 12) dargeftellt werben mögen, follen jest unter einem 
beltebigen Winfel PMQO auf den Punft M wirfen. 

Man befchreibe wieder auf den die Seitenfräfte vor: 
fiellenden Linien das Parallelogranm MPRO, ziehe darin 
die Diagonale MR, und rechtwinklig mit diefer durch den 
Bunft M die Linie AB. Faͤllt man nun aus den Punkten 
P und Q auf MR die Perpendifel PC und OD, fo wie 
auf AB die beiven PA und OB, fo erhält man die beiden 
Rectangel MAPC und MBOD. Dem unmittelbar Vorher⸗ 
gehenden gemäß fann man nun MA und MC als die Geis 
tenfräfte von MP, fo wie MB: und MD als die von MO 

1. 3 
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betrachten, fo daß man für diefe vier Seitenfräfte biefelbe 
Mittelfraft finden muß, wie für bie beiden gegebenen. 
Aus leicht zu findenden Gründen ift aber 
APCR & AMOD; daher PC = OD. 

Auch it PC = MA, und QD=MB; folglid MA = MB. 
Die beiden Seitenfräfte MA und MB heben fich daher, als 
gleih und entgegengefegt, mit einander auf, und da bie bei- 
den andern MC und MD in verfelben geraden Linie nach 
einerlei Richtung wirfen, fo tft die gefuchte Mittelfraft gleich 
der Summe der beiden lebteren; d. h. 

R= MC-+-MD. 
Aber aus der vorhin erwähnten Congruenz Der “Dreiede 
PCR und MOD folgt CR = MD; demnad hat man 

R = MC+CR = MR, 

und die Diagonale MR ſtellt alfo auch hier die Mittelfraft 
R der Richtung und Größe nach vor. 
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Nach den in den drei vorhergehenden Paragraphen ge- 

fundenen Refultaten fann man nun folgenden allgemeinen 
Satz aufftellen: 
Wenn zwei beliebige Kräfte unter einem ebenfalls 
beliebigen Winfel an einem materiellen Punkte 
wirfen, und man conftruirt ein Parallelogramm 
auf den Linien, welche, von dem gemeinfchaftlichen 
Angriffspunfte aus auf den Richtungslinien der 
Kräfte genommen, die Intenfitäten der letzteren 
vorftellen: fo repräfentirt diejenige Diagonale 
deffelben, welche mit den beiden obigen Linien den 
Angriffspunft gemeinfhaftli hat, die Richtung 
und Größe der Mittelkraft. 

Diefer wichtige Lehrſatz bildet die Grundlage per gan⸗ 
zen Statik, und wird gewöhnlich mit dem Namen: „Pa⸗ 
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rallelogramm der Kräfte‘ belegt. Der zum Theil ana- 
lytiſche Beweis dieſes Satzes, den wir fo eben gegeben ha- 
ben, ift demjenigen nachgebildet, weldhen Poiſſon in feinem 
vortrefflichen Werke: Traite de Me&canique *) mitgetheilt 
hat. Die Grundgleihung fx) - f(y) = flx+y)+flix—y) 
bat zuerſt D’Alembert in den Memoiren der Afademie 
ber Wifienfchaften zu Parts vom Jahr 1784 aufgeftellt, und 
daraus mittelft Integral-Rechnung den Werth 2Cosx ver 
Function flx) abgeleitet. Poiſſon a. a. O. und nad 
ibm Francoeur *), Navier ***) und mehrere andere 
franzöftfche Mathematifer haben fich hiezu bloß der Diffe⸗ 
renzial« Rechnung bedient. Die elementare Beitimmung der 
Function FCx) aus jener Grundgleichung, auf ähnliche Art, 
wie es in den vorhergehenden Paragraphen gefchehen ift, 
findet man au in „Grunert's Lehrbuch der Statik fefter 
Körper. Halle 1826." 

Den fehr einfachen Beweis des Lehrſatzes vom Paral⸗ 
lefogramm der Kräfte, welchen Eytelwein in feinem all 
gemein gefchägten „Handbuch der Statik fefter Körper” an 
die Spite der ftatifchen Lehren ftelt, mag man in dem ges 
nannten Werke felbft nachlefen, da daſſelbe verbreitet genug 
if. Dagegen fol in den folgenden Paragraphen noch ein 
eonftructiver Beweis mitgetheilt werden, den man dem fran- 
söftfchen Mathematifer Duchaylat) verbanft. 


*) Unter bem Titels „Lehrbuch der Mechanif von ©. D. Poil- 
fon” nad der zweiten Auflage ins Deutfche überfeht son Morig A. 
Stern. Berlin 1835. 2 Thle. in 8. 


*#) Elementar » Lehrbuch ber Mechanik von 2. B. Francoeur. 
N. d. Franz. überf. von Wilh. Opelt. Dresben 1825. 


.#*%*) Resums des legons de möcanique etc. Paris 1841. 


+) Correspondance sur l’&cole polytechnique. No. 4. p. 8. 
3% 
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8. 35. 

Wir wollen zuerft beweifen, daß die Diagonale desje⸗ 
nigen Barallelogrammes, deſſen Seiten bie Sträfte nach Rich⸗ 
tung und Größe vorftellen, die Richtung der Mittelfraft 
darftellt. 

Für zwei gleiche Kräfte ift dies ohne Weiteres Kar, 
da für biefen beföndern Fall das entſtehende Parallelo- 
gramm ein Rhombus ift, defien Diagonale den Winkel zwi- 


ſchen den Linien, welche die gleichen Kräfte vorftellen, halz . 


birt Cvergl. 8. 30.) 

1) Zuerft fol nun gezeigt werben, daß wenn ber oben 
ausgefprochene Sab für zwei Kräfte Q und mQ richtig ifl, 
derſelbe auch für Die beiden Kräfte Q und (m-+D O gilt; 
wo m eine ganze Zahl bedeutet. Zu dem Ende feien P 
und Q zwei Kräfte, welche unter dem beliebigen Winfel 
AMB (Fig. 13) auf den materiellen Punkt M wirken, und 
es ji P = mQ. ferner werde vorausgefeßt, daß die Sei- 
ten MA, MB des auf den Richtungslinien der Kräfte con⸗ 
ſtruirten Parallelogrammes MACB fi wie dieſe Kräfte 
felbft verhalten, d. h. MA = m-MB. Alsdann fol die Dia- 
gonale MC die Richtung der Mittelfraft R zwifchen den 
genannten Kräften vorftellen. 

Die Borausfegung als richtig angenommen, kann man 
den Angriffspunft der Kraft R in ihrer Nichtungslinte nad 
C verlegen, indem man fich diefen Punft mit M in einer 
feften Verbindung denft. In C zerlege man die Kraft R 
nach den mit MA und MB parallelen Richtungen CE und 
CO, fo ftelt man offenbar die Kräfte P und Q wieder her, 
und diefe werden von C aus, mittelft des unverfchlebbaren 
Parallelogrammes MACB, noch eben fo auf den materiellen 
Punft M wirken, als wenn fle unmittelbar daran angebracht 
wären. Nimmt man nun den Angriffspunft von Q in dent auf 
ihrer Richtung liegenden Punft A.an, und denkt fich noch 
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eine zweite Kraft Q’ (gleih Q) nad) der Richtung AD an - 
dem Bunfte A als wirffam, fo. fann man zwifchen den glei« 
chen Kräften Q und Q' die Mittelfraft R’ nehmen, welche 
ihre vereinte Wirkung erfebt, und deren Richtung AR’ den 
Winkel CAD halbirt. Man hat nun die beiden Kräfte R’ 
in A, und P in C wirkſam, deren Richtungslinien fich in 
E fchneiden. Wird dieſer Punkt als ihr gemeinfchaftlicher 
Angriffspunft und mit M in einer feften Verbindung gebacht, 
fo werben fie auf Ießteren Diefelbe Wirfung dußern, wie bie 
Kräfte O nach der Richtung MB, und P+-Q'’= (m+-1DQ 
nach der Richtung MD; daher werben auch die beiden er 
fteren Kräfte diefelbe Mittelfraft Tiefern wie Die beiden letz⸗ 
teren. Die Richtungslinie diefer Mittelfraft muß aber durch 
die Punkte M und E gehen; folglich wird fie von ber ges 
raden Linie ME dargeftellt. 

Man ziehe ED parallel BM, fo entſteht ein Parallelo⸗ 
gramm BMDE, worin die Richtungslinie ME die Diagonale 
if. Nun ift, wie leicht zu erweifen, AD—= AC= MB; 
wenn alfo, nach der Vorausfeßung, MA = m-MB iſt, fo 
bat man MD = (m-+1)-MB. Demnad) verhalten fich die 
Seiten MD und MB eben fo zu einander, wie die nach die⸗ 
fen Seiten wirkenden Kräfte P-+-OQ' und Q, deren Mittels 
fraft in der Richtung der Diagonale ME fällt. Wenn alfo 
der Satz für bie beiden Kräfte Q und mQ gilt, dann iſt 
er au fürQ@ und (m+-DOQ richtig Nun gilt er für zwei 
gleiche Kräfte Q und Q, alfo für m = 1; mithin auch für 
die Kräfte Q und A+-DQ = 20; alfo au für Q und 
(2+-1)Q0 = 30; dann wieder fürQ und S+-DQ = 40 
u. f. f., folglich allgemein für zwei Kräfte O und mQ. 

2) Berner fol gezeigt werden, daß wenn der Sag für 
zwei Kräfte P und Q, die fih wie min verhalten, richtig 
it, er auch ebenfo für dag Verhaͤltniß der beiden Kräfte 
= m: n4 1 gilt. Es fei qg die Krafteinheit, worauf fich 
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die ganzen Zahlen m und n beziehen, dann it Ps mg und 
0 =nq. Ä 

In dem Parallelogramm MACB (fig. 13) mögen ſich 
die Seiten MA und MB wie bie nach ihnen wirfenden 
Kräfte P und Q verhalten, nemlich wie min, und es fei 
die Diagonale MC -die Richtung der Mittelfraft R von P 
und Q. Nimmt man C als den Angriffspunft dieſer Mit 
telfraft, und. zerlegt diefelbe nach den mit MA und MB par- 
allelen Richtungen CP und CG, fo erhält man wieder bie 
Seitenfräfte P und Q, welche vermittelft des unverfchtebba- 
ren Parallelogrammeds MACB noch eben fo auf den mater 
rielen M wirfen, als da fle unmittelbar daran angebracht 
waren. Den Angriffspunftt von P verlege man auf der 
Richtungslinie. diefer Kraft nach B, und denke fi) an biefem 
Punfte noch eine zweite Kraft q nach der Richtung BF 
wirffam, fo hat man die beiden Kräfteq un P= mg, 
welche wir Durch ihre Mittelfraft X erfegen wollen. Nimmt 
man nemlih BE — 80 = MA, und vollendet das 
Parallelogramm BCGF, fo repräfentirt befien Diagonale 
BG, nad) dem erften Theile dieſes Beweiſes, Die Richtung 
der Mittelfraft R" von den Kräften q und P, welche fich 
wie die Seiten BF und BC, alfo wie L:m verhalten. Die 
in C nad der Richtung CG wirkende Kraft ſchneidet fich 
mit RB" im Bunfte G, den man als den gemeinfchaftlidyen 
Angriffspunft der beiden genannten Kräfte betrachten Tann. 
Leptere werden dann, mittelft des unverfchiebbaren Paralle⸗ 
logrammes MAGEF, diefelbe Wirkung auf den materiellen 
Punft M hervorbringen, ald die nach den Richtungen MA, 
MEF wirkenden Kräfte P= mg un OQ+q = (n-+Dg. 
Jene müſſen daher auch dieſelbe Mittelfraft Tiefern wie diefe, 
und. die Richtung berfelben muß durch die beiden Punkte M 
und G gehen; woraus man fieht, daß die gerade Linie MG 
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biefe Richtung vorftellt. Die genannte Linie if nun bie 
Diagonale des PBarallelogrammes MAGEF, defien Seiten fich 
wie die Kräfte Pund O-+q verhalten. Denn es war nad) 
der Borausiegung 





MA:MB = m:n; alſo MB = —MA. 
Der Eonftruction gemäß ift aber BE = MA; 
folglich Dat man MB-+-BEF = MF = "+ ya, 


ober MA :MF = m:!n-+]1, 
und eben fo verhalten fich die nach MA und ME wirfenden 
Kräfte Pund O-+gq. 

Iſt alfo der Satz für das Verhältniß zweier Kräfte 


o- „a richtig, dann gilt er auch nothwendig für das Verhälts 





niß n dem erften Theil dieſes Beweifes ift er aber 


rei 

richtig für 5 = T» oder fürn = 1; folglich gilt er aud) 
pP „_P m 

| für o” 1 = 5 alfo aud für 7 = 37 = 5; 

eben fo fü *— =: = T u. ſ. f. Demnach gilt er all⸗ 


gemein für 53 


3) Bei dem hertgen Beweiſe wurde ſtillſchweigend 
vorausgeſetzt, daß die Zahlen, welche die Intenſitaͤten P und 
Q ausbrüden, commenſurabel ſeien. Iſt dies aber nicht der 
Sal, fo Fann man doch ftets zwei Zahlen wie m und n 


nachweifen, fo daß — dem Verhältniß der incommenfurablen 
Größen fo nahe Fommt, als man nur will; ober, daß ber 
Unterfchied zwiſchen — und jenem Berhältnifie kleiner wird, 


-* 
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als jede angebbare Größe. Unter dieſem Gefichtspunfte ift 
folglich der vorhin bewieſene Lehrfag auch für zwei beliebige 
incommenfurable Kräfte gültig. 

$. 36. 

Im vorigen Paragraphen war nur von der Richtung 
der Mittelfraft zweier auf einen Punkt wirfenden Seiten- 
fräfte Die Rede. Es bleibt uns alfo noch die Beflimmung 
ihrer Größe übrig. 

Zu dem Ende feien wieder P und Q die unter dem 
beliebigen Winfel PMQ (Fig. 14) an dem materiellen Punkt 
M wirffamen Kräfte, und MA, MB die ihnen proportie- 
nalen Linien. Auf diefen, ald Seiten, conftruire man das 
Parallelogramm AMBC, fo repräfentirt deflen Diagonale 
MC, nach dem im vorigen Baragraphen Bewieſenen, die Ric 
tung der Mittelfraft R, deren Sntenfität aber noch unbe 
fannt if. Denft man fih Die Kraft R nach der von MC 
gerade entgegengefegten Richtung MD wirfend, fo wirb fie 
mit den gegebenen Kräften P und Q im Gleichgewicht fein. 
Da alfo die Kräfte PRQ und R nad) den Richtungen MA, 
MB und MD mit einander im Gleichgewicht find, fo Tann 
man auch P als die entgegengefegte Mittelfraft von O und 
R betrachten; und wenn man dieſe Kraft nad) der MA ent- 
gegengefegten Richtung ME wirfen läßt, fo ift fie die Mit- 
telfraft von den Kräften Q und R, deren Richtungen MB 
und MD find. 

Man made ME = MA, verbinde B und E durch die 
gerade Linie BE, fo ift Diefe mit MC, und alfo auch mit 
beren Verlängerung MD, parallel; weil nemlich BC parallel 
mit MA, alfo auch parallel mit ME ift. Zieht man nun 


noch aus dem Punfte E die Linie ED parallel mit MB, fo 


entiteht ein PBarallelogramm MBED, deſſen Diagonale ME, 
dem vorigen Baragraphen gemäß, die Richtung der Mittelfraft 
P zweier Kräfte vworftellt, deren Intenfitäten den Seiten MB 
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und MD proportional find. Run ift MB bie geometrifche 
Darftellung der Kraft Q, alfo muß dies ebenfo mit MD in 
Bezug auf R der Fall fein. Denn gefegt, e8 wäre möglich, 
daß eine andere Zinie wie MD, 3.8. MD‘, die geometrifche 
Darftelung der Kraft R fein Fönnte, fo würde man D’E’ 
parallel MB ziehen koͤnnen, wodurch ein Barallelogramm 
MD’E'B entftände, defien Diagonale ME’ die Richtung ber 
Mittelfraft von den durch MB und MD’ dargeftelften Kräfte 
Q und R jein müßte; was aber nicht möglich ift, da dieſe 
Mittelfraft in der Richtung ME fallen muß. Demnach fann 
feine andere Linie als MD die Intenſität von R vorftellen. 
Kun ift MD = BE, als gegenüberliegende Seiten eines 
Parallelogrammes, und aus demfelben Grunde iſt BE = MC; 
folglich hat man au MC = MD. 

Demnach repräfentirt die Diagonale MC detienigen 
Parallelogramms, deſſen Seiten MA, MB ſich wie die Kräfte 
P und Q verhalten, die Größe der Mittelfraft R von leb- 
teren Kräften. Dies Refultat, in Verbindung mit dem im 
vorhergehenden 8 Bewiefenen, iſt der bereits früher audge- 
fprochene Lehrfab vom Parallelogramm der Kräfte. 


8. 37. 


DVermittelfi des Parallelogramms der Kräfte kann man 
leicht zwei unter einem gegebenen Winkel auf einen Punft 
wirfende Kräfte zu einer gleich geltenden Mittelfraft zu⸗ 
fammenfegen; und umgelehrt: jede gegebene Kraft nach zwei 
beliebigen Richtungen in Seitenfräfte zerlegen. 

Sind nemlich P und Q zwei beliebige Kräfte, die un- 
ter dem Winfel & auf einen materiellen Punkt M wirken, 
und man fol die Größe und Richtung ihrer Mittellraft R 
beftimmen, fo nehme man auf ihren Richtungslinien MP, 
MO (#ig. 15) die Stüde MA und MB den zugehörigen 
SIntenfitäten proportional, und vollende das Parallelogramm 
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AMBC,. Die aus dem Punkte M gezogene Diagonale MC 
defielben wird fodann die Richtung und Größe der Mittel 
fraft BR vorftellen, und es wird fich verhalten 
MA:MB:MC = P:Q:R. 
Nach trigonometrifchen Lehren hat man im AMAC: 

MC’ = MA’+-AC?— 2-AM-AC-CosA; 
oder, weil AC = MB und CosA = — Cose ift, - 
| MC’ = MA? -+- MB? -+-2-AM-MB-Cose. 
Dividirt man auf beiden Seiten mit MC, fo fommt 


= @)* ee — 


pP MB 0 
Es ift aber MA = gi; und Mor daher hat man 
2 2 
1-2 +%,28.8. Cose, 


:R’ R? RR 
oder, wenn man auf beiden Seiten mit R? multiplicitt, 
R’ = P?-+0Q?-+2PQ-Cos«. 
Hieraus ergiebt fih nun 
R = =V/P?+0Q?+2PQ-Cose; 
wo nur das obere Vorzeichen (+) gelten Tann, da ſich das 
untere (—) auf Die entgegengefeßte Mittelfraft bezieht. 
Durch dieſe Gleichung ift die Größe der Mittelfraft 
beftimmt; und nun fommt e8 nur. noch darauf an, den Win- 
fel x anzugeben, den ihre Richtungslinie mit einer der Sei⸗ 
tenfräfte, 3. B. mit P, einfchließt. Aus dem Dreieck MAC 
ergiebt fich nach einem befannten trigonometrifchen Lehrſatze 
die Broportion: 
MC:AC = SinA:Sınx; 
oder, weil AC = MB, und SinA = Sine iſt, 
MC:MB = Sine: Sınx. 
Da aber ud MC:MB=R:PQ if, 
fo bat man R:O = Sin«e:Sinx; 
woraus fich demnächft ergiebt: 


m — —— - — 
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Sinx — —— 


Iſt der Winkel AMB = « ein rechter, fo findet ſich: 
R’ = P?+-0°; folglid R= YP?-+Q?. 


.._ 0 Q 
| _ AC Q 
oder auch Tanpı =, = 9 
$. 38, 


Sol eine gegebene Kraft R (Fig. 15) in zwei Seiten- 
fräfte zerlegt werden, deren Richtungslinien MP, MQ mit 
ber der gegebenen Kraft die Winfel RMP = « und RMQ 
= ß bilden, fo nehme man auf der Geraden MR, welche 
die Richtungslinie von R vorftellen mag, das Stüf MC=R, 
und vollende das Paralfelogramm MACB. Die Seiten 
MA und MB deſſelben werden dann eben fo die Seitenfräfte 
P und Q vorftellen, wie dies mit MC hinfichtlich der ges 
gebenen Kraft R der Fall ift. | 

Zur trigonometrifchen Beftimmung viefer Seitenfräfte 
bienen nun die aus dem Dreieck MAC entnommenen Bro: 
portionen: 

MC:MA = Sin(e-+-P) :Sinß; 
' MC:CA = Sin(«-+P) : Sina; 
ober, weil MC=R, MA=P, CA=MB = ( iſt, 
R:P = Sin(@+P):Sinfj; 
R:Q = Sin(«+P):Sine, 
Hieraus ergeben fich für Die Seitenfräfte folgende Ausprüde: 
_ _R-Sinß = R-Sino 
— Sin(a+Bß)’ — Sin(fe-+-P)' 
Iſt in einem befonderen Sale +2 =M’, fo hat man: 
P=R-Sin? = R-Cose; 
O0 = R-Sin«. Ä 
Sind ferner die beiden Winkel, nach welchen die Zer⸗ 
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legung gefchehen fol, einander gleih; d. h. = ß, fo gehen 
die allgemeinen Ausdrüde von P und Q in folgende über: 
P=0=- R-Sin« _: R-Sioa 

Sin 2a 2-Sin«-Cos«’ 
oder P=0 = ;R-Sece, 
wie fi ohne Weiteres fofort ergiebt. 

Das letzte Refultat laͤßt fich auch unmittelbar aus der 
Figur herleiten, und zwar folgendergeftalt: 

Es fei in Fig. 16 die Gerade MC=R und OD MACB 
fet das Parallelogramm der Kräfte, welches in dieſem Falle 
ein Rhombus fein muß. In jedem Rhombus halbiren fich 
die beiden Diagonalen unter einem rechten Winfel; wenn 
man daher die Linie AB zieht, welche fih mit MC in D 
fehneidet, fo it MD=1MC =3R, und die Dreiede MDA 
und MDB find beide bei D rechtwinflig. Man hat daher 

MA = MB = MD-Seca, 
oder P=0 = 3R-Seco, 





$. 39. 


Bedingungen des Gleichgewichtes zwifchen drei 
Kräften an einem PBunfte Dur den Lehrfah vom 
PBarallelogramm der Kräfte find wir nun auch in den 
Stand gefebt, Die Bedingungen anzugeben, unter welchen 
drei gegebene Kräfte an einem Punkt mit einander im 
Gleichgewichte fein Eönnen. Als erfte Bedingung haben 
wir ſchon im $. 22 gefunden, daß alle drei Richtungs- 
linien in einer und berfelben Ebene befindlich fein müſſen. 
Sept kommt ed noch darauf an, die Beziehung zu ermitteln, 
welche zwifchen den Sntenfitäten der Kräfte und den von 
ihnen gebildeten Winkeln Statt finden muß, damit überhaupt 
ein Gleichgewicht möglich fein Fönne. 

Es feien A,B,C (Sig. 17) die Intenfitäten der Kräfte, 
welche an dem Punkte O mit einander im Gleichgewicht 


um — — — — 
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find, und «a, 4, y die ihnen gegenüberliegenven Winkel, 
Man nehme die Stüde OM, ON den Sträften A und C 
proportional, und conftruire zu diefen beiden Linien und dem 
von ihnen eingefchlofienen Winkel 4 das Barallelogramm 
OMPN, fo giebt die Diagonale OP die Richtung und Größe 
der Mittelfraft B’ der Kräfte A und C, und diefe muß mit 
der dritten Kraft B von gleicher Größe, aber rüdfichtlich der 
Richtung gerade entgegengefebt fein. Zwifchen ven Sträften 
A, C und ihrer Mittelfraft B’ finden nun diefelben Ver- 
hältniffe Statt, wie zwifchen den Seiten des conftruirten 
Parallelogramms und defien Diagonale. Da nun ift: 

OM:OP:MP = SinMPO :SinPMO : SinMOP 
und OM:OP:(MP=ON) = A:(B'=B):C; 
fo bat man auch 

A:B:C = SinMPO : SinPMO : SinMOP. 

Weil ferner BB’ eine gerade Linie ift, fo folgt 

SinMPO = SinPON = Sin«, 

SinPMO = Sinß, 
und SinMOP = Sinz. 
Diefe Werthe in der vorigen Broportion jubftituirt, geben bie 
folgende: 

A:B:C = Sine ; Sin f : Siny. 
D. h. Wenn zwifchen drei auf einen materiellen 
Punft wirfenden Kräften ein Gleichgewicht Statt 
finden foll, fo. müffen ſich die Intenfitäten derfel— 
ben wie die Sinus der ihnen gegenüber liegenden 
Winkel verhalten. 
8. 40, 

Die Bedingungen des Gleichgewichts, welches zwifchen den 
drei auf einen materiellen Punkt wirfenden Kräften Statt 
findet, lafien fich. auch noch. auf eine andere Art durch Gleis 
chungen darftellen. : Bezeichnet man nemlich, wie vorhin, Die 
Müteltraft der beiden. Kräfte A und C, deren Richtungs⸗ 
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Iinien den Winfel 3 einfchließen, mit B', fo hat man nad) 
8. 37 die Gleichung 
B"? = A?+O?+-2AC:CosP. 
Da nuͤn B die entgegengefepte Mittelfraft von A und C, 
und deshalb B' = —B ift, fo folgt B? = (— B)’ = Bj 
alfo auch 
B’ = A?+0?+-2AC:Cosß. 
In gleicher Art kann man jede von den drei Kräften 
A, B und C als die entgegengefegte Mittelkraft der beiden 
übrigen anfehen, und dadurch ergeben fich folgende drei Glei⸗ 
chungen als Bedingungen des Gleichgewichts: 
A? = B’-+-C’+-2BC-Coso, 
D  (B= A+O+2AC-Cosß, 
C = A’+B?’-+-2AB-Cosy; 
d. h. Das Quadrat einer jeden Kraft ift gleich der 
Summe der Quadrate Der beiden anderen, ver: 
mehrt um das doppelte Broduct derfelben multi- 
pliceirt mit dem Eofinus des von ihnen eingeſchloſ— 
ſenen Winkels. 
Noch drei andere Bedingungsgleichungen für das Gleich⸗ 
gewicht dreier Kräfte findet man auf folgendem Wege: 
Man addire je zwei von den vorigen Gleichungen zu—⸗ 
ſammen, ſo entſteht nach gehöriger Reduction 
AVB Cosy +C-Cosf = 0, 
B+HA-Cosy+C-Cose = 0. 
C+A:Cosf-+-B-Cosa = 0; 
A = — (B-Cosy +C-CosP), 
oder (2) B = — (A:-Cosy-+C-Coso), 
C = — (A-Cosf-+B-Cose). 
D. 5. Bon den drei an einem Punkt im Bleichges 
wicht befindlichen Kräften ift jede gleich der nega- 
tiven Summe der Producte, die man erhält, wenn 
man die beiden andern einzeln mit dem Cofinus 
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des Winfels multiplicirt, den fie mit der erfteren 
bilden. 

Sowohl von diefen drei Gleichungen, als auch von ben 
drei vorigen, beftimmen je zwei ftetS die dritte; fo daß jedes⸗ 
mal zweit folcher Gleichungen fürs Gleichgewicht hinreichend 
find. In den meiften Fällen werben wir uns aber der im 
vorigen $. aufgeftellten Proportion bebienen, die ein einfa- 
cheres Kennzeichen des Öleichgewichts Darbietet und eine be- 
quemere Anwendung geftattet. 


$. 41. 
Aufgaben zur praftifchen Anwendung Der vorge- 
tragenen Lehren. 


1) Zwei fefte Stangen AC, BC (ig. 18) find in einer 
vertifalen Ebene, ein fogenanntes Bodgerüfte bildend, mit 
ihren oberen Enden gelenfartig mit einander verbunden, waͤh⸗ 
rend fie fich mit ihren unteren Enden auf eine wagerechte 
Ebene ftügen. Man fol die Prefiungen beflimmen, welche 
durch das bei C aufgehängte Gewicht P in ben Stübpunf- 
ten A und B hervorgebracht werben. 

Zu diefem Ende zerlege man die vertifale Kraft P ver- 
mittelft des PBarallelogrammes CP’PP” nad) den Richtungen 
der beiden Stangen CA,CB in die Seitenfräfte P’ und P”, 
Diefelben ergeben fi, wenn « und 4 die zwifchen ihnen 
und ber Kraft P enthaltenen Winfel find, gemäß 8. 38 
durch folgende Proportionen: 


:-D! 83 »Si U _P-Sinß . 
. 1 HE . . . . » U DP. Sin 
P:P"= Sin(@« -+P):Sine; pP Sine@ + 


Man verlege die Angriffspunfte diefer Kräfte auf ihren Rich- 
tungen von C nad) A und B, und zerlege fie hier wieder 
nad) der Richtung der wagerechten Ebene AB und normal 
darauf je in zwei Seitenfräfte Q,R und S, T. Vermittelſt 
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ber beiden rechtwinfligen Parallelogramme AQPR un 







BSP"T findet man nach einander: 
. Sin Sin Sin Cos 

p⸗ Reæg p —P- . 
Q= PSne=Pen (ar) R= P'Cos« —— 
SinaSinf, Sin«Cosß 


. _ = P/ = 
S =P’Sinp=P 7 («+ß)’ T p Cosß P Sn (@+ß)' 


Hiernad find die horizontalen Geitenfräfte Q und S ein- 
ander gleich, woraus hervorgeht, daß die fehrägen Stangen 
AC, BC parallel der Ebene AB gleiche, aber entgegengejfeßte 
Seitenfchube ausüben. Denft man ſich daher die unteren 
Enden der genannten Stangen durch ein horizontales Seit, 
oder durch einen undehnbaren Faden von hinreichender es 
ftigfeit mit einander verbunden, fo iſt 
Sina Sin ⸗ 

EB Fenard) 
bie Spannung, welche diefer Faden zu erleiden hat. 

Was die beiden andern Seitenfräfte R und T betrifft, 
welche die beiden vertifalen Preffungen auf die Stüspunfte 
A und B darftellen, fo geben die dafür gefundenen Aus- 
drüde zu folgenden Vergleichungen Anlaß: 

_ n»SinfCosa«a-+Sin«Cosf 
R+T= —⏑ =P; 

R:T = SinfCose :SineCosß = tgf:tge. 
Beide Bertifalprefiungen find alfo zufammen genommen dem 
in C aufgehängten Gewichte P gleich, und einzeln verhalten 
fie fich umgefehrt wie die Tangenten der Winkel, welche bie 
fehrägen Stangen mit der Vertikale CP bilden, 

2) Fig. 19 ſtellt das Prineip der fogenannten Kniche- 
beipreffe vor. Diefelbe befteht aus zwei feften Stangen oder 
Schenfeln AC, BC, die bei C gelenfartig an einander ge⸗ 
fügt find, während der obere Schenfel CB durch eine ähn⸗ 
liche Zufammenfügung mit dem unbeweglichen Obertheile des 
Preßgefteles, der untere CA Hingegen mit ber beweglichen 


dirfen. 
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R un Brefplatte DE verbunden iſt. Letztere kann fich nur im 


3Cose, 
+ 


Cos⸗ 
a+ß) 

Sa 
Stange 
ngelk 
untem 
8 Sa 
ver ð 


Sinne der Berbindungslinie AB auf und ab beivegen, fo 
daß der Endpunkt A. des unteren Schenfels bei jeder Stel- 
fung des Kniees ACB ſich ſtets auf jener Linie befindet, - 
Denkt man fih in C die auf AB normale Kraft P ange 
bracht, fo findet Die vorige Theorie, wenn dieſelbe Bezeich- 
nung beibehalten wird, auf diefe Anordnung ohne Weiteres 
Anwendung. 

Hauptfächlih kömmt es hier auf die Kraft an, mit 
welcher die Preßplatte DE auf die unter derſelben befinpliche 
Subftanz niedergevrüdt wird, und dieſe ergiebt fich durch bie 
Formel 





0=P. Sina Sin 
| Sin(@-+ P)’ 
_ p.Sinf Cos« 
Dagegen it R=P Sn@+® 


bie Kraft, mit welcher die Preßplatte feitwärts gegen das 
Geftell gedrüdt wird. Ähnliche Wirkungen ergeben ſich im 
Berbindungspunfte B am Obertheil der Preffe. 

Gewöhnlich ift, wie in der Zeichnung angenommen, das 
Knie ACB gleichfchenklig und der Winkel ACB wird dann 
von der Kraft P Halbirt. Bezeichnet man jede Hälfte mit 
a, fo ergiebt fich für diefe Annahme 

0 = ;P-tge; = ;P. 
Demnach wird die Preffung Q auf die bewegliche Platte 
defto größer, je mehr fich der Winkel © einem rechten, das 
Knie ACB alfo der geraden Linie nähert, und auf diefe 
Weife kann die Preffung bis ins Unendliche zunehmen. 
Beifp. Läßt man bie Kraft P unbeftimmt, fo ergicht ſich: 

für «= 80%, & = 284-P; für a = 88, @ = 1437-P; 
„n=85%, ev = 5,72-P; "„n= 89, n„ == 2865-P. 

3) Fig. 20 ſtellt das Prinzip einer Prefie dar, die aus 
einer Zufammenfegung dreier gleichfchenfliger Kniee befteht. 
Bon diefen ift Das eine ACB horizontal gelagert, während 
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bie beiden andern DFE und DEE wie in fig. 19 eine 
vertifale Stellung haben. Die oberen Schenfel der letzteren 
find durch Gelenfe mit dem Obertheile DD des Preßgeftel- 
les, die unteren Schenkel aber auf gleiche Weife mit ber 
Preßplatte EE verbunden. Die Schenfel des Kniees ACB 
fügen ſich mit ihren unteren Enden bei A und B auf ho⸗ 
rigontale, zu beiden Seiten des Geftelles angebrachte Bah⸗ 
nen, und find außerdem durch die Zugftangen AF, BF mit 
den Scheiteln F, F ver vertifalen Kniee in Verbindung 
geſetzt. 

Hiernach iſt Die Wirkungsart der beſchriebenen Verrich⸗ 
tung leicht verſtaͤndlich, und es bleibt alſo nur uͤbrig, von 
den verſchiedenen, darin ſtattfindenden Preſſungen Rechenſchaft 
zu geben. Zu dem Ende ſeien & die gleichen Winkel, welche 
die in C angebrachte vertifale Kraft P mit den Schenfeln 
des Kniees ACB bildet, und # feien die ebenfalls gleichen 
MWinfel, die von den beiden Zugftangen mit den Schenfeln 
ber Kniee DFE gebildet werben. 

Durch eine wieverholte Anwendung des Parallelogramms 
der Kräfte ergeben fich zunörberft in den Stüßpunften A 
und B des erfigenannten Kniees die vertifalen Preſſungen 
R, R, jede = 4P, und die mit. den wagerechten Bahnen 
paralfelen Seitenwirkungen Q, Q, jede von der Größe 

Q = ;P-.tgae. 

Jene erften Prefiungen werben durch die Gegenwirfung 
der wagerechten Bahnen, worauf fie jenfrecht find, aufgeho- 
ben, während biefe letzteren fich mittelft der Zugftangen AF', 
BF auf die Kniee DFE fortpflanzen, und biefe gerabe zu 
biegen fireben. Betrachtet man fie daher als Kräfte, die in 
ben Scheiteln F, F' diefer Kniee wirken, fo entfpringen dar- 
aus in den oberen und unteren Stügpunften der Knieſchen⸗ 
fel die auf: DE fenfrechten Seitenwirfungen 

V— 10 = !IP-.tgo 
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und die mit der genannten Linie parallelen Preſſungen 

U = 40-18ß = iPrigatgß. 
Jene werben durch die Yeftigfeit des Obertheiles DD und 
der Preßplatte BEE aufgehoben; Diefe hingegen drücken bie 
genannte Platte an beiden Enden mit gleicher Kraft herab, 


und es ift daher 
2U = IP. tg œtg 
der geſammte Druck, den die Preßplatte auf die darunter 
befindliche Subſtanz ausübt”). 
Beiſp. Füur == 88°, A == 89° ergiebt ſich bie durch bie unbe- 
ſtimmte Kraft P hervorgebrachte Preſſung 
2U = 5729.14,37-P = 822,96-P. 

4) Es fei AB (Sig. 21) eine, um ihren oberen End» 
punkt A drehbare Stange, die fich mit ihrem unteren Ende 
B auf die ebene Oberfläche der Blatte MN ftügt. Parallel 
mit diefer Platte wirft eine gegebene Kraft P mit dem Bes 
ftreben, jene Stange dadurch in die auf der ‘Platte fenfrechte 
Lage AG zu bringen, daß fie das untere Ende B im Sinne 
ihrer Richtung fortzieht; wobei vorausgefegt werben muß, 
daß die Platte MN auf einer elaftifchen Unterlage ruht. 
Um den Drud zu beflimmen, den die Stange in irgend 
einer Stellung mit ihrem unteren Ende auf bie Platte aus» 
übt, zerlege man die Kraft P mittelft des Parallelogrammes 
BDCE in zwei Seitenfräfte Q und R, von welchen die eine 
auf MN fenfrecht ift, die andere aber nach der Richtung BA 
wirft. Iſt @ der Winkel, den die Stange in der angenom- 
menen Stellung mit der Platte MN bildet, fo findet man 

_ R=Pıgeo; R= P-Seca, 
Bon diefen beiden Seitenfräften wird Die zweite von ber 
feften Stange aufgehoben, während bie erfte die Platte auf 


*) Nach biefem Prinzip bat der biefige Hofbuchbinber, Herr Leiſe⸗ 
gang, eine Preffe zur Darftellung son Golddruck auf Sammet sc. kon⸗ 
firuirt, die ſich als fehr zweckmäßig bewährt hat. 
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ihre Unterlage herabdruͤckt. uͤbrigens wachen beide Kräfte 
mit der Zunahme des Winfeld = ohne Gränzen, und wer: 
den mit & == IR. zugleich unendlich groß. 

Hierauf beruht die Einrichtung der fogenannten Stanz 
genpreffe zum lithographiſchen Drud, 


$. 42. 
Zufäge, das Gleichgewicht dreier Kräfte an einem 
. materiellen Bunfte betreffend. 

1) Sind die drei Kräfte A,B, C (Fig. 22) unter den’ 
Gegenwinfeln &, P, y an einem Punkt im Gleichgewicht, 
und zieht man mit ihren Richtungen die Linien A’B‘, BC 
und C’A’ parallel, bis fie fi in den Punkten A‘, B’ und 
C fchneiden, fo entfteht ein Dreieck A’B’C’, deſſen Seiten 
denjenigen Kräften proportional find, mit deren Richtungs- 
Iinien fie parallel gehen. | 

Nach dem geometrifchen Satze, daß zwei Winkel gleich 
find, wenn fie ſich nach derfelben Gegend hin öffnen und 
ihre Schenfel paarweife parallel mit einander find, folgt 
leicht, daß wenn man durch Verlängerung der Seiten bie 
äußeren Winkel des Dreieds bildet, alsdann der Außenwin- 
fel bei C = ou, der bei A’ = 4 und der bei B' = 7 fein 
muß. Bezeichnet man nun die dafelbft Statt findenden in- 
nern Winkel ded Dreieds, welche von jenen die Nebenwin- 
fel find, analog mit a’, P' und y', fo hat man: 

Sine’ = Sin; Sin’ = Sinf; Siny' = Siny. 

Nun verhält fich in dem conftruirten Dreied 

AB: BC: CA = Sina’; Sin’: Siny‘, 
folgli auch 

AB: BC: CA = Sine:Sinf: Siny. 
Aber wegen bes vorhandenen Gleichgewichtes findet nad) 
$. 39 die Bedingung Statt. 

A:B:C = Sin«e: Sinf:Siny. - 
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Demnach ergiebt fich aus der Verbindung ber beiden vori- 
gen Proportionen folgende behauptete: 
 AB:BC:CA = A:B:C. 

2) Zieht man ferner drei gerade Linien A’B”, BC” 
und CA” (Fig. 22) fenfrecht auf die Richtungslinien ver 
drei Kräfte A, B, C, die an einem materiellen Punkte mit 
einander im Gleichgewicht find, fo entfteht ein Dreier A"B’C”, 
deſſen Seiten denjenigen Kräften proportional find, auf deren 
Richtungslinien ſie fenfrecht ftehen. 

Drenn nach der in der Figur angebeuteten Bezeichnung 
verhält fidh im Dreied ABC: 
A"B":B"C":C”A” = Sine’: Sin f‘ : Siny’; 

und weil unter den Kräften A, B,C ein Gleichgewicht vor⸗ 
ausgeſetzt ift, fo hat man dafür die Bedingung 

A:B:C = Sine:Sinf: Siny. 
Nun ift aber leicht nachzumweifen, daß die Winfel « und a‘, 
ßB und A‘, y und y’ fi) paarweife zu zwei Rechten ergänzen, 
weshalb Sin« = Since‘, Sin? = Sin?‘ und Siny = Siny’ 
if. Dies berüdfichtigend, erhält man durch Vereinigung der 
beiden vorigen Proportionen die folgende: 

A”B" R B"C" : CC" A" — A : B OC. 

3) Wenn die drei Kräfte A, B, C an einem Punkte 
mit einander im Gleichgewichte find, und man conftruirt bie 
Dreiede A’, B', C’ und A”, B“, C” (Big. 22) fo, daß 
zwei von ihren Seiten mit den Richtungslinien zweier Kräfte 
parallel oder auf benfelben fenfrecht find, während fich ihre 
Längen wie die Intenfitäten Diefer Kräfte verhalten, fo fin⸗ 
den biefelben Beziehungen zwifchen der dritten Seite bes 
einen oder anderen Dreiecks und der dritten Kraft des im 
Gleichgewicht befindlichen Syftemes flatt. 

Dem find die beiden Seiten A’C’, AB' des Dreieds 
A'B'C’ bezüglich den Kräften A und B parallel, fo iſt der 
von ihnen gebildete Winfel >‘ der Nebenwinfel des Winkels 
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Y, ben bie beiden Kräfte mit einander bilden. Daher ift 
Cosy' = -Cosy, und demgemäß hat man: 
B'C" = A/B? + A'C? — 2. AB. AC. Cos / 
2 I MU . 
= A’B"”(l-+- —— a + 2 Cos7). 
Nach der Vorausfegung verhält fich aber 
A’C':A’B' = A:B; 
mithin entfteht B'C” = —R +24 E 
oder B’-B'C” = A'B” BEAT IBA-Con7). 
Und da zufolge der Gleichungen (1) ber vorigen 8 
 B?+-A?+2BA-Cosy = O2, 
ſo it B?.B’C? = C?-A'B”; oder B-B'C' = C-A'B'; 
alfo AB:BC'=B:;:C. 
Demnach ift die dritte Seite B’C’ des fraglichen Dreiecks 
ebenfo der Kraft C proportional, wie dies für die Seiten 
A’C' und. A'B’ in Bezug auf die mit ihnen parallelen 
Kräfte A und B vorausgefeßt wurde. Daß aber jene Seite 
auch mit der Richtung der Kraft C parallel ift, laͤßt fi) 
leicht auf folgende Weife zeigen. 
Mit Hinftcht auf die in der Figur angegebene Bereich 
nung ergiebt fich nach einem befannten Satze: 
Ä B'C':A'B' = Siny' :Sinß‘, 
und wegen des vorausgefehten Gleichgewichtes hat man 
C:B = Siny: Sin. 
Da nun Siny' = Siny, und, wie bewiefen, 
B'C':A'’B' = C:B, | 
fo folgt aus der Vergleichung der beiden vorigen Proportionen . 
Sinf' = Sinf; mithfin !+P = 2%; 
woraus der Parallelismus zwifchen B’C' und C leicht er- 
bellet, nachdem berfelbe zwifchen A’C’ und A vorausgeſeht 
worden iſt. 
Ganz auf dieſelbe Weiſe iſt der Sap für das Dreiett 


Cos7), 
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A“BC“ zu beweifen, deſſen Seiten auf den Richtungslinien 


ber mit einander im Gleichgewicht befindlichen Kräfte ſenk⸗ 
recht ftehen. 

4) Da alfo drei Kräfte, die fi an einem Punkte ger 
genfeitig im Gleichgewicht erhalten, jedesmal durch Die drei 
Seiten eined Dreieds Dargeftellt werben Tönnen, welche den 
Intenfitäten derſelben proportional find ,fo folgt, daß bie 
Summe zweier Kräfte ftetS größer fein muß, als vie dritte, 
Wird diefer Bedingung fein Genüge geleiftet, fo iſt auch 


‘ein Gleichgewicht unter den Kräften nicht möglich. 


8. 43. 
Aufgaben zur Anwendung vorftehender Säße, 


1) Drei gegebene Kräfte A, B, C, von denen jede 
Heiner al& die Summe der beiden andern ift, follen an einem 
zu beftimmenden Punkte O (Fig. 23) fo angebracht werden, 
daß fie denfelben im Gleichgewicht erhalten. Dabei follen 
Die Richtungen von A und B durch die gegebenen Punkte 
P, O, und die Richtung der dritten Kraft C fol mit der 
gegebenen Linie xy parallel gehen. 

Um diefe Aufgabe zu löfen, befchreibe man über ber 
Linie xy ein Dreied xyz, defien Seiten xy, xz und yz 
fich wie Die gegebenen Kräfte C, B und A. verhalten. Als- 
dann ziehe man durch den Punkt P die Linie OA parallel 
mit yz, fo wie durch Q die Linie OB parallel mit xz; fd 
werben fich biefe beiden Linien in einem Punkte O fchneiben, 
welcher der gefuchte Angriffspunft if. Zieht man nun noch 
OC parallel mit xy, fo find die drei Kräfte A,B, C nad 
den Richtungen OA, OB, OC mit einander im Gleichgewicht. 

Der Beweis der Richtigkeit folgt unmittelbar aus dem 
erften Sape des vorigen Paragraphen. 

2) Drei gegebene Kräfte A, B, C, von benen jede 


Heiner ift als die Summe der beiden andern, follen an einem 
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Punkte fo ind Gleichgewicht gebracht werben, daß ihre Rich- 
tungen durch drei gegebene Punkte P, Q und R gehen. 
Um die Lage des gemeinfchaftlichen Angriffspunktes O 
(Fig. 23) rüdfichtlich der drei gegebenen Punfte zu beftim- 
men, verbinde man zwei von den gegebenen Punkten, 3. B. 
Q und R durdy eine gerade Linie, und befchreibe darüber 
ein Dreied ORS, defien Seiten OR, RS, SO fich wie bie 
gegebenen Kräfte A, B, C verhalten. Um biefes Dreied 
befchreibe man einen Kreis, und lege durch S und P eine 
gerade Linie SP, fo wird dieſe die Peripherie dieſes Krei- 
fes in einem Punkte O fchneiden, welcher der gefuchte An- 
griffspunft if. Zieht man nemlich aus O durch P, Q und 
R gerade Linien, fo ftellen diefe die Richtungsfinien der ge- 
gebenen Kräfte A, B und C dar, und nun muß bewiefen 
werben, daß letztere mit einander im Gleichgewichte find. 
Sm Dreieck ORS verhält fi nemlich: 
QOR:RS:SQ = SinQSR : SinRQS: Sin ORS. 
Run ift aber ZLORS = LQOS) ald Peripheriewinkel, die 
und ZROS = ZLROS) auf gleichen Bogen ftehn. 
daher SinQRS = Sin00S = SinAOB; 
SinRQS = SinROS = SinA0C. 
Aud it SinQSR = SinBOC; weil die zugehörigen 
Winkel zufammen zwei rechte betragen. Dies in bie obige 
Proportion geſetzt, giebt 
“ _QR:RS:SQ = SinBOC:: Sin A0C : Sin AOB, 
und da fich nach der Conftruction auch verhält: 
OR:RS:SQ = A:B:GC; 
fo folgt A:B:C = SinBOC: Sin AOC:SinAOB; 
woraus das Vorhanvenfein des Gleichgewichts zwifchen den 
drei Kräften hervorgeht. 
3) Es fei eine fefte gerade Linie MN (Big. 24) und 
‚außerhalb derfelben ein Punkt P gegeben. Man foll auf jener 
Linie einen Punkt O fo beftimmen, baß daran zwei gegebene 
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Kräfte A und B, von welchen die eine durch den Punkt 
P geht, während die andere mit einer gegebenen Richtung 
x2 parallel ift, unter Mitwirkung jeher feften Linie einander 
das Gleichgewicht halten. 

Rimmt man an, der Bunft O fei längs der feſten Li⸗ 
nie MN, wie ein Ring auf einem Stabe, frei beweglich, fo 
kann er offenbar nur da im Gleichgewicht bleiben, wo bie 
auf ihn wirkenden Kräfte A und B eine Mitteltraft C -Iie- 
fern, welche auf MN jenfrecht fteht. Denn wäre lebteres 
nicht der Fall, fo koͤnnte man die Kraft C nach der Richs 
tung von MN und normal darauf in zwei Seitenfräfte zer⸗ 
legen, von welchen die erfte, im Widerfpruch mit der Bedin- 
gung ber Aufgabe, ven Punft O längs MN fortbeiwegen würde. 

Um nun die Lage des fraglichen Punktes für den Zus 
- fland des Öleichgewichtes zu finden, ziehe man zu normal 
auf MN, nehme auf der gegebenen Richtung das Stüd zx 
als Repräfentanten der damit parallelen Kraft B an, und bes 
fchreibe aus dem Bunfte x mit einer Linie xy ald Halb» 
mefiet, welche nach bemfelden Maapftabe die Kraft A dar- 
ftellt, einen Kreisbogen vw. Schneivet derfelbe die Linie zu, 
fo gefchieht das allemal in zwei Bunften y, y‘, und es fin» 
den dann folgende zwei Auflöfungen ftatt: 

Durdy den gegebenen Punkt P ziehe man entweder die 
Gerade PA parallel mit xy oder PA’ parallel mit xy‘, und 
verlängere biefe Geraden, bis fie die fefte Linie MN bezüglich 
in O und O’ fchneiden, fo werben beide Durchfchnittspunfte 
der Bedingung der Aufgabe Genüge leiften. Zieht man 
nemlich aus ihnen die mit zx parallelen Linien OB, O'B‘, 
fo find die gegebenen Kräfte A und B fowohl am Bunfte 
O als auch an O’ unter Mitwirkung der feflen Linie mit 
einander im Gleichgewicht, und zwar an jenem Punkte, wenn 
fie nad) den Richtungen OA, OB, an n biefem aber, wenn fie 
nach O’A', O'B’ wirfen. 
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Die in ven Punkten O und O' ftattfindenden PBreffun- 
gen normal auf MN werben bezüglich durch zy und zy’ 
dargeftellt. Oper biefe Linien find das Maaß ber Wider« 
flände C und C', welche die genannte fefte Linie für den 


Zuftand des Gleichgewichts in jenen Bunften dem vereinigten 


Drud der beiden gegebenen Kräfte entgegenfegen muß. “Der 
Beweis folgt aus Satz 3) des vorigen Paragraphen. 

Die Aufgabe wird unmöglich, fobald der Kreisbogen 
vw, deſſen Halbmefier die Kraft A darftelt, die auf MN 
normale Linie zu nicht mehr fchneidet. Demnach dürfen die 
Sntenfitäten der beiden Kräfte A und B nicht ganz beliebig 
gegeben fein; fondern, wenn die eine B von der mit ihrer 
Richtung parallelen Linie zx dargeftelt wird, fo muß bie 
andere A größer fein, als der Perpendikel xt, der aus dem 
Punkte x auf die Gerade zu gefällt werben Tann. 

4) An dem materiellen Punkte O, der auf der feften 
Linie MN (Fig. 25) nad) der Richtung ihrer Länge frei bes 
weglich ift, fh aber nicht von ihr entfernen fann, wirfen 
. zwei gegebene Kräfte A und B, deren Richtungslinien bei 
jever Lage des Punftes ftets durch die ebenfalls gegebenen 
Punkte P und Q gehen. Man fol auf der Linie MN ben 
Ort des beweglichen Punktes beftimmen, wo derfelbe unter 
Einwirfung der beiden Kräfte im Gleichgewichte bleibt. 

Zu diefem Ende befchreibe man aus einem der gegebe- 
nen Punkte, 3. B. aus P, zwei concentrifche Kreife, deren 
Halbmefier PD, PE fich wie bie Kräfte A und B verhals 
ten. Da nun die Mittelfraft diefer beiden Kräfte auf gleiche 
Weife wie bei der vorigen Aufgabe, für den Zuftand des 
Bleichgewwichtes auf MN fenfrecht fein muß, fo ziehe man 
innerhalb der concentrifhen Kreife beliebig viele auf MN 
normale Linien DE, FG ic., und aus den dadurch beftunmten 
Punkten D, F ac. der Äußeren, fo wie aus den entfprechen- 
den Bunften E, G ıc. der inneren Peripherie nach dem 
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Mittelpunkt P die Halbmefler DP, FP,EP, GP ıc. Hiernach 
“ ziehe man aus dem zweiten gegebenen Punkte Q mit den Halb⸗ 
meflern EP, GP ı. des innern Kreifes die parallelen Linien 
OV, OW ıc., welche Die entfprechenden Halbmeffer PD, PF ıc. 
des Außeren Kreifes, oder deren Berlängerungen, bezüglich in V, 
W ır., fohneiden. Diefe Durchfehnittspunfte, ftetig mit einan⸗ 
der verbunden, bilden dann eine gewifle Eure VOW, und 
der Bunft O, in welchem biefelbe fich mit MN fchneidet, iſt 
der gefuchte Ort des Gleichgewichtes für Den beweglichen Punkt. 
Denn man: ziehe aus dem fo beflimmten Bunfte O durch 
P und Q die geraden Linien OP, OQ, nach deren Richtun- 
gen die gegebenen Kräfte A und B wirfen, und aus bem 
Punkte J, wo die erfte Linie den Umfang des äußeren Krei⸗ 
ſes fchneidet, die auf MN fenfrechte Linie JK, welche den 
Umfang des inneren Kreiſes auf ber der Linie MN abge 
wendeten Seite in K trifft. Berbindet man nun leßteren 
Punkt mit dem Mittelpunfte P durch die Gerade KP, fo if 
diefelbe mit OQD parallel, und man erhält fo das Dreied 
JKP, deflen zwei Seiten PJ, PK, bezüglich den mit ihnen 
parallelen Kräften A und B proportional find. Die dritte 
Seite IK ftellt dann nad) Satz 3) des vorigen 8. Die ent- 
gegengefegte Meittelfraft zu A und B, alfo den Widerſtand 
C vor, den Die fefte Linie MN dem vereinigten Druck jener 
beiden Sräfte in O enigegenfeßen muß. 
Anmerkung Auf ähnliche Weile, wie bei der vorigen Aufe 
gabe, finden bier auf der Verlängerung von MN mehrere 


Punkte des Gleichgewichtes Statt, deren conftructive Beftime 
mung jedoch den Leſer überlafien bleiben möge. 


8. 44. 
Beliebig. viele Kräfte an einem materiellen 
Punfte wirkſam. Wir wollen num eine beliebige Anzahl von 


Kräften betrachten, bie nach verfchievenen Richtungen auf einen 
matertellen Punkt wirfen, und deren Richtungslinien alle in 


60 Erſtes Kap. Bon Kräften, bie auf einen mater. Puntt wirken. 


derfelben Ebene befindlich find. Wir fegen voraus, daß un- 
ter biefen Kräften Fein Gleichgewicht vorhanden fei, und 
ftellen die Aufgabe: ihre Mittelfraft zu beftimmen. 

Es fei P (Fig. 26) der gemeinfchaftliche Angriffspunft 
und A, B, C... ıc. feien die Intenſitaͤten der daran wirk- 
famen Kräfte. Um deren Richtungen angeben zu Tönnen, 
ziehe man durch den Punkt P zwei auf einander normale 
Linien AX' und YY'‘, normale Achfen genannt, und bes 
zeichne die Winfel, welche die Kräfte mit. einer dieſer Ach⸗ 
fen, 3. 3. mit XX’ bilden, nach der Reihe mir &, ß,y... ıc. 
Dabei fol, der Gleichförmigfeit wegen, jeder dieſer Winfel 
in bemfelben Sinne, von der Linie PX an rechts herum, von 
0 bis 360 Grad gezählt werden. Demnach, ift der Bogen 
pa dad Maaß des Winkels ©, der Bogen pab das des 
- Winfel A, der Bogen pge das des Winkels y u. f. w. 

Man zerlege nun jede von den gegebenen Kräften nad) 
den Richtungen der Achſen XX’ und YY’ in Geitenfräfte, 
fo ergeben fich dafür die folgenden Ausdrücke: 

A-Cosa, B-Cosf, C-Cosy, D-Cosd...i. 

A-Sine, B-Sinf, C-Siny, D-Sind...ır. 

Bon diefen Seitenfräften müßten eigentlich diejenigen, welche 
nach den Richtungen PX und PY wirfen, pofltiv, und bie, 
welche nach den entgegengefetten Richtungen PX’ und PY’ wirf- 
fam find, negativ in Rechnung kommen. Durch die gewählte 
Bezeichnung der Winkel ift man jedoch deffen überhoben, auf 
diefen Gegenfag der Richtungen noch befonders Ruͤckſicht zu 
nehmen, weil letztere für jeden befondern Fall ſchon durch 
die Vorzeichen der trigonometrifchen Functionen Sinus und 
Eofinus beftimmt werden. 

Um dies hier ein für allemal Har zu machen, fei 
AAPA“ das Parallelogramm, wodurch bie Kraft A, be- 
ren Ridytungslinie im erften Quadranten XPY enthals 
ten ift, in die Seitenfräfte PA" = A-Cose und PA” = 
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A-Sin« zerlegt wird. Nun ift es augenfcheinlich, daß dieſe 
nad) den pofitiv genannten Richtungen PX und PY wirf- 
fam find. Die Richtungslinie der Kraft D liegt im drit⸗ 
ten Duadranten X’PY'; und wenn fle bier mittelft des 
Barallelogrammd DD’PD“" in die Seitenfräfte PD’ = 
D-Cos (rd) und PD” = D-Sin(rd) zerlegt wird, fo lehrt 
ebenfalls der Augenschein, daß ſich Die Wirkſamkeit derfelben 
nach den negativen Richtungen PX’ und PY' erftredt. Wenn 
man alfo die Seitenfräfte von A dur) + A-Cosa und 
-+A:Sin«a bezeichnet, fo muß man die von D, im Gegen- 
faß ber vorigen, durch —D-Cos(rd) und —D-Sin(rd) be 
zeichnen. Es ift aber Lrd = — 180°; Daher 
Cos(rd) = Cos(ö—180) = — Cosd, 
und Sin(rd) = Sin(ö—180) = — Sind; 
folglich ift auch, wenn dies berüdfichtigt wird, 
PD' = —D-Cos(rd) = D-Cosd; 
PD" = —D-Sin(rd) = D-Sind. 

Hieraus geht hervor, daß alle Seitenträfte, die man durch 
. bie erwähnte Zerlegung der gegebenen Kräfte erhält, In ber 
Rechnung als pofitiv behandelt werben können, und daß man 
nur dann erft nöthig hat, auf Die entgegengefeßten Borzei- 
hen Rüdficht zu nehmen, wenn für die Wintel a, A, 7... 
ꝛc. befondere Zahlenwerthe gegeben find. 

Zufolge $. 16 erhält man nun für die Gefammtwir- 
fung der Seitenfräfte: 
nach der Achfe XX'; 
A-Cos@e +#B-Coaß + C-Cosy X. = SA-Cose; 
nad) der Achſe YY'; 
A-Sin@e B . Sin + C-Siny + x. = ZA:Sineo; 
wo das Zeichen I die algebraifche Summe derjenigen Sei⸗ 
tenfräfte bezeichnet, welche nach derfelben Achfe wirkfam find, 
und deren Sntenfitäten alle von berfelben Form find, wie 
die ber erften Kraft A, welche hinter den beiden I ſtehen. 
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Was nun bie Mittelfraft der gegebenen Kräfte anbe⸗ 
langt, fo bat fie mit diefen den Angriffspunft P gemein- 
fchaftlih, und es tft Daher nur nöthig, ihre Intenfität M 
und ihren Richtungstwinfel u zu beftimmen; legteren in dem» 
felben Sinne genommen, wie die Winkel der gegebenen Kräfte. 

Zerlegt man diefe Kraft ebenfalls nach den beiden Ach: 
fen XX' und YY', fo ergiebt fi: 

nach der Achſe KX’ die Eeitenfraft = M-Cosı; 

» 2» YY» » = M-Sinu. 

Sol nun M die vereinte Wirfung fämmtlicher Kräfte in 
jeder Beziehung erfegen, fo muß dies auch nach den Rich- 
tungen der beiden Achfen der Fall fein, und daher hat man 
die beiden Gleichungen 

(1) M-Cosu = ZA-Cose, 

(2) M-Sina = ZA-Sine; 

durch welche die beiden unbefannten Größen M und x voll- 
fommen beftimmt find. 

Quadrirt man nemlich beide Gleichungen, und abbirt 
fie hierauf, fo findet man 


(3) M’ = (ZA-Coso)?-+ (ZA Sina)’; 
alfo M = V(EA-Cosa”? + (ZA-Sina). 


Dividirt marı dagegen bie zweite Gleichung burch die erfte, 
fo ergiebt ſich 


(4) Tangı = ZA-Sm« 


ZA-Cose 

Der Werth von Tang / giebt aber allein noch nicht die 
wahre Richtung der Mittelfraft, infofern eine pofltive Tan⸗ 
gente für den erften und dritten, eine negative aber für ben 
zweiten und vierten Quadranten gilt. Um diefen Zweifel 
zu heben, Tann man, da M befannt ift, aus der 2ten Glei⸗ 
hung noch den Sinus entwideln, wofür man erhält 


8) Sinn - Arne, 
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und nun iſt, wie leicht einzuſehen, hinſichtlich der Lage der 
Mittelkraft nichts mehr zweideutig. 
Zahlenbeiſpiel. Es ſeien folgende fünf Kräfte gegeben: 
A=10; B=10; C=120; D=875; E= 150; 
a—=4%; PB=18 = 198% = 245 = 295°; 


Mit Zugrundelegung ber Vegaſchen Tafeln findet man biernadh: 


Cosa -+0,766| ACosa=+ 76.600. Sin «=+0,643| ASin«=-+ 64,300. 
Cos = --0,618/BCosß=— 111,240.|| Sin 8==—0,786| BSin g== +141,480. 
Cosy=—0,951| CCos7=—114,120.|| Siny=-—.0,309| CSin—=— 37,080. 
Cosdö=-0,375|DCosdö=— 32,625.|| Sin d=—0,927| DSin d=— 80,649. 
Cosy=+0,433| ECos7=+ 63,450.) Sin „=-0,906| ESiny=—135,900. 
ZA Cosa== —117,935. ZASina=— 47,849. 
Zufolge der Gleichungen (3), (4) und (5) erhält man nunmehr 
M = V(117,935)? + (47,849)? = 127,28 Srafteinheiten; 
gu = 1703 = +04057;5 Sina = — = — 0,3759, 
Nach dem Vorzeichen ber Tangente liegt bie NRichtungslinie entweder im 
erften oder britten, nach bem bed Sinus aber im britten ober vierten 
Quadranten; folglich kann fie überhaupt nur im dritten Quadranten lie⸗ 
gen. Unmittelbar in ben trigonom. Tafeln findet man nun den Winkel, 
befien Tangente die Zahl 0,4057 ift, gleich 22° 5°, und daher iſt « = 
180° + 22°5° = 202° 5° der gefuchte Richtungswinkel der Mittelfraft. 


8. 45. 
Im vorigen VBaragraphen haben wir bie Intenſitaͤt ber 
Mittelfraft aus der Gleichung Nr. 3 beftimmt, welche ift: 
M? = (FA-Coso)? + (FZA-Sine)?. 
Aus diefer Gleichung läßt fi) noch ein anderer Ausdruck 
für die Mittelfraft ableiten, wenn- man die beiden Glieder 
auf der. rechten Seite wirklich zur zweiten Potenz. entwidelt, 
Man erhält dann nach einander; 
(ZA-Coso) = 
Aꝰ?. Cos qꝰ Bꝰ · Cos Oꝰ· Cos Dꝰ. Cos oↄ4 
+2AB-Cosa Cs ß-+2AC- Cosa Csy-+2AD-CosaCsd-+--- 
+2BC-Cos#CosY+-2BD-CosßCosd-r--- 
+2CD:CosyYCosd-r--- ⁊c 








(ZA -Sinc)? = 
A’-Sina’+B?-Sin®?-+-C?-Siny?+-D’-Sind?-r-- 
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+2AB- Sin Sin A-+2AC Sina 8iny-+2AD-Sin«eSmö-r-- 
-+-2BC -SinfSiny-+-2BD- Sin $#Sinö+-- 
+2CD SinySind+--- x. 
Addirt man dieſe beiden Entwidlungen, und nimmt dabei die 
gleichartigen Glieder zufammen, fo findet man: 
M = A’+-B’+-C?+-D’+-- 
+2AB Cos (d—a)+2AC- Cos(y—a)+2AD:Cos (d—a)-+-- 
+2BC-Cos(y—P) -+2BD-Cos(d—-P) + 
+-2CD-Cos(ö—-Y)+--- u. ſ. w. 
In diefer Gleichung ift (d—e) der Winkel zwifchen den 
Kräften A, B; (y—o) der Winkel zwifhen A, C; Y—P) 
der zwifchen B, C; (ö—y) der zwifchen C,D u. f. w.; da⸗ 
ber fann man feßen: 
M’ = A?+-B’-+-O+-D’+.-- 
+2AB-Cos(AB)-+2AC-Cos(AC)-+2AD-Cos(AD)-+--- 
-+2BC:Cos (BC) -+-2BD-Cos(BD)-+  - 
+2CD-Cos(CD) + --- u. ſ. w. 
D. h. Das Quadrat der Mittelfraft ift gleich der 
Summe der Quadrate der andern Kräfte, vermehrt 
um die Summe der doppelten Produfte aus je 
zweien diefer Kräfte multiplicirt mit dem Coſinus 
des von ihnen eingeſchloſſenen Winkels. 


$. 46. 


In dem Vorhergehenden haben wir gefehen, wie bie 
Mittelfraft von beliebig vielen, an einem materiellen Punft 
wirfenden Kräften durch Berechnung gefunden werden kann. 
Dieſelbe läßt fich aber auch mittelft wiederholter Anwendung 
des Parallelogramms der Kräfte durch eine geometrifche 
Eonftruction darſtellen, was hier noch gezeigt werben fol. 

Um einen befondern Fall vor Augen zu haben, mögen 
ſechs Kräfte A, B, C, D, E und F (Fig. 27), nad) den 
Richtungen der entfprechenden Pfeile, auf ben materiellen 
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Punkt P wirken, und es fei M die gefuchte Mittelfraft der⸗ 
felben. Die beiden Kräfte A und B feien durch die auf 
ihren Richtungen genommenen Stüde PA und PB darge- 
ſtellt. Gonftruirt man. auf diefe Das Parallelogramm AB, fo 
ſtellt deſſen Diagonale PN die Richtung und Sntenfität 
einer Kraft N vor, welche Die vereinte Wirfung von A und 
B vollfommen zu erfegen im Stande if. Diefe Kraft mit 
der gegebenen dritten C, welche durch PC dargeſtellt fei, 
durch das Parallelogramm CN zufammengefebt, liefert eine 
neue Kraft Q = PQ, welche ihre Wirkungen erfegt und 
zugleich die Mittelfraft der drei :Kräfte A, B und. C vor- 
ſtellt. Iſt ferner PD die geometrifche Darftelung der Kraft 
D, ſo giebt die Diagonale PR des auf PQ und PD con» 
firuirten Barallelogrammes OD eine mit Q und D gleich- 
geltende Kraft R, welche die Mittelfraft von den vier Kräf- 
ten A, B, C und D if. In derfelben. Art ergiebt fich Die 
Diagonale PS des Parallelogrammes RE als Mittelfraft 
von R=PR un E= PE, folglich aud als foldye von 
den fünf Kräften A,B,C,D und E; fo wie endlich im Par⸗ 
allelogramm PSME die Diagonale PM die gefuchte Mittel 
fraft vom ganzen Syſteme darftellt. 

Man wird leicht bemerken, Daß durch dieſe Eonftruction 


- ein Polygoen PANOQORSM entfteht, von welchem bie eine 


Seite PM die Mittelfraft nach Nichtung und Sntenfität 
vorftellt, während die andern Seiten die Sntenfitäten der 
Seitenfräfte darſtellen, mit deren Richtungen fie parallel 
find. Schließt fi das Polygon der Kräfte von felbft, 
fo daß der Punkt M mit P zufammenfällt, fo ift dies ein 
Zeichen,_ daß die gegebenen Kräfte mit einander im Gleich⸗ 
gewichte ſind; denn ihre Mittelfraft ift dann gleich Null. 
$. 47. 

Bedingungen des Gleichgewichte8 zwifchen be— 
liebig vielen Kräften. Sind die gegebenen Kräfte A, 

J. 5 


+ 
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B,C...ı. an dem Punkte P mit einander im Gleichgewichte, 
fo ift ihre Geſammtwirkung auf denfelben gleich Null; daher 
muß auch ihre Mittelfraft, welche bie vereinte Wirkung 
fämmtlicher Kräfte erſetzen fol, ebenfalls gleich Null fein. 
Unmm daher die Bedingungen kennen zu lernen, unter 
welchen das Gleichgewicht ftattfinden Tann, bat man nur 
nöthig, in den Gleichungen (1) und (2) des 8. 44, indem 
man die dort gewaͤhlte Bezeichnung auch hier beibehält, die 
Snienfttät M = 0 zu ſetzen, wodurch man folgende Bebin- 
gungs⸗Gleichungen erhält: 

1) ZACosa = A-Cosa-+-B- Cosß+-C- CosY+.-- 10.0. 
2) ZASine = A-Sine+-B-Sn?+C-Smy+-- i.= 0. 
Wenn alfo mehrere, an einem materiellen Punkte wirkende 
Kräfte mit einander im Gleichgewicht find, fo ergiebt fich 
fowohl die Summe der Producte aus ben Kräften in bie 
Cofinus, al8 auch Die Summe der Producte aus den Kräf- 
ten in die Sinus ihrer Richtungswinfel, jede für fich gleich 
Null. Oper, mit andern Worten: Das Gleichgewicht 
erfordert, daß die algebraifche Summe der Seiten» 
fräfte, welche durch die Zerlegung der gegebenen 
Kräfte nah zwei auf einander normalen Richtun- 
gen entftehen, in Bezug auf jede dieſer Richtungen 
gleih Null fet. 

Man hätte diefe beiden Gleichungen auch unmittel- 
bar aus dem Begriffe des Gleichgewichtes ableiten koͤnnen. 
Werden nemlich die gegebenen Kräfte nach den beiden nor- 
malen Achſen XX’ und YY’ in Seitenfräfte zerlegt, fo er⸗ 
geben fich für die Geſammtwirkungen jener Kräfte nach ben 
Richtungen diefer -Achfen die Ausdrücke SACos« und 
ZASine. Das Bleichgewicht befteht nun darin, daß nad) 
feiner einzigen Richtung, alfo auch nicht nach den Richtun- 
gen der beiden Achfen, irgend eine Wirkung fattfindet, und 
daher müflen jene Ausprüde einzeln gleich Null fein. 
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Umgefehrt, wenn für beliebig viele Kräfte, die in einer 
Ebene nach verſchiedenen Richtungen auf einen matertellen 
Punkt wirfen, die beiven Gleichungen 

ZACose = 0, ZASine = 0 
zu gleicher Zeit flattfinden, fo find die Kräfte allemal mit 
einander im Gleichgewicht. 

Dies erhellet Leicht, weil in Folge der beiden voraus- 
geſetzten Gleichungen die Mittelkraft aller Kräfte gleich Null 
iſt. Sodann laͤßt fi, der Satz aber auch dadurch beweifen, 
daß man von den gegebenen Kräften irgend eine, etwa bie 
Kraft A, als die entgegengefeßte Mittelkraft aller übrigen 
nachtveifet (8. 10). 

Schließt man nemlich die Kraft A aus, und. beſtimmt 
man von den übrigen Kräften B, C, D...ıc. die Mittel⸗ 
traft, fo fei M die Intenſitaͤt und u ber Richtungswinkel 
derſelben. Alsdann hat man nach $. 44 

MCosu = ZBCosf; MSinu = ZBSinp. 

Rah der Borausfepung. ift aber 

ZACose = ACosa -+-ZBCosß = 0, 
und ZABine = ASine -+- ZBSinf = 0; 
folglich ergiebt fich, wenn man biefe beiden Breisungen a mit 
den beiden vorhergehenden verbindet, . 

A A-Cose = — M-Oosu, 
.  ASinze = — MSinu. 

Duadrirt man biefe Ausdrüde und addirt fie dann, fo entfteht 

AM’; mithin A M, 
fo daß alfo die Kraft A der Mittelfraft aller übrigen Kräfte 
gleich iſt. In Folge deſſen ergiebt fich aber fofort 

Cosa = — Cosu; Sine = —.Binu; 
woraus hersorgeht, daß beide Kräfte einander gerade enige- 
gengefegt find, da ihre Richtungsmwinfel « und gegen die⸗ 
diefelbe fefte Linie um AR. von einander abweichen. 
5 * 
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1. Bon Kräften, die auf einen materiellen Punkt wirken, und 
deren Richtungslinien fich in verſchiedenen Ebenen befinden. 


8. 89, 

Drei Kräfte an .einem materiellen Bunfte 
wirffam. Parallelepipgedum der Kräfte Wirken 
drei beliebige Kräfte auf einen materiellen Bunft, und ber 
finden fich ihre Richtungslinien nicht in berfelben Ebene, 
fo fann nad) 8. 22 fein Gleichgewicht ftatifinden. Dies vor⸗ 
ausſetzend, flellen wir uns die Aufgabe: von den drei Kräfe 
ten A, B, C (ig. 28), welche nach ganz beliebigen Rich⸗ 
tungen auf den Punft P wirken, die Mittelftaft M zu be 
flimmen. 
Wir wollen diefe Aufgabe zuerft durch eine einfache 
geometrifche Eonftruction auflöfen,‘ demnächft aber Die Rich⸗ 
tung ‘und Intenfität der Mittelfraft durch .trigonometrifche 
Berechnungen finden. 

Man nehme auf den Richtungslinien der beiden Kräfte 
B und C die Stüde PB und PC diefen Kräften proportio- 
nal, conftruire mit dieſen beiden Linien und dem eingefchlof- 
fenen Winfel BPC das Parallelogramm PBRC, fo ftellt 
defien. Diagonale PR die Richtung und Intenfitaͤt der 
Mittelfraft R von den..Kräften B und CO vor. Auf bie 
Nichtungslinie der dritten Kraft A trage man das Stüd 
PA, ver Intenfität: A proportional, conftruire aus den Li- 
nien AP, PR und dem eingefchlofienen Winfel APR, in 
der Ebene diefes Winkels, das Parallelogramm APRM, fo 
ftelt die Diagonale PM veffelben, die Richtung und Inten- 
fität der Mittelfraft M von den beiden Kräften A und R, 
alfo auch die der drei gegebenen Kräfte A, B und C dar. 

Denft man fich durch die Winfel APB,: APC, BRM 
und CRM Ebenen gelegt, fo fchneiden fich Diefe paarweife 
in den Linien BE und CD, welche unter ſich und mit ben 
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bereits conftruirten Linien PA und RM parallel fein’ müffen, 
weil die beiden letzteren, der Conſtruction gemäß, parallel 
zu einander find. Endlich lege man auch noch durch bie 
Linie AM. eine Ebene AEMD, parallel mit der Ebene PBRC 
(was immer möglich ift, da nach ber Eonftruction AM par⸗ 
allel mit PR ift), fo fchließen dieſe Ebenen einen Körper 
ein, der, wie aus dem fo eben Gefagten hervorgeht, ein Bars 
allelepipedum ift. 

Man fieht aus diefer Darftelung, daß die Mittelfraft 
M ber drei gegebenen Kräfte A, B, C, deren Richtungslinien 
in P eine förperliche. Ecfe beflimmen, der Richtung und 
Größe nach durch die Diagonale PM vesjenigen Parallele 
pipedums dargeftellt ‚werben kann, deffen Kanten PA, PB, 
PC in demfelben Sinne die Seitenfräfte vorftelen. Diefes 
Geſetz nennt man das PBarallelepipedum der Kräfte. 


$ 50. 


Aus dem Vorhergehenden folgt. unmittelbar, daß zwi⸗ 
[hen ven drei Kanten des Parallelepipedums der Kräfte 
und feiner Diagonale biefelben Beziehungen flattfinden müffen, 
wie zwifchen den drei Seitenfräften und ihrer Mittelkraft. 
Run: ift nach einem befannten Lehrſatze der Stereometrie in 
dem Parallelepipedum Fig. 8 - 

PM? = PA? --PB’+-PC?-+-2:PA:-PB-CosAPB 
+2-PA-PC:CosAPC + 2-PB-PC -CosBPC. 
Sept man nun für bie Linien PM, PA, PB, PC die ihnen 
proportionalen Kräfte M, A, B, C, und bezeichttet man die 
Winfel APB, APC, BPC, welche zwiſchen je zwei Kräften 
enthalten find, durch (AB), (AC),: (BC), fo geht die vo- 
tige Gleichung in folgende über: 
(1) M = A’+B?-+-C?’--2AB-Cos(AB) + 
2AC-Cos(AC) +-2BC-Cos (BC); 
aus welcher die Intenſität M leicht gefunden werden Tann, 
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wenn man die Duabratwurzel aussieht und dieſe poſitiv 
nimmt; während das negative Vorzeichen der entgegengefehten 
Mittelfraft entfpricht. 

Um die Richtung der Mitteltraft zu beftimmen, follen 
die drei Winkel, welche fie mit den Seitenfräften A, B und 
© bildet, bezüglich durh &, A und y bezeichnet und ale 
unbefannt betrachtet werben. 

Man ziehe in den Seitenflächen des Parallelepipedums 
die Diagonalen PE, PD, MB und MC, und bezeichne, der 
Kürze wegen, die Längen der Linien PA, PB, PC und PM 
nach der Reihe mit A,B, C und M, fo laſſen fi Tolgende 
Bergleichungen aufftellen: 

Im APAE it PE? = A’+-B?--2AB-Cos (AB); 
‘und in APMC MC? = M-+-O?-— 2MC-Cosy. 
Nun it PE = MC, alfo auch PE? = MO’; daher 

A? +B?--2AB-Cos(AB) = M?+C?— 2MC -Cosy. 
Auf gleiche Weiſe liefern die Dreiecke PAD und PBM, ver- 
möge Gleichheit der Seiten PD und BM, 

A? +0? -+2AC-Cos(AC) = M?+-B?— 2MB-Cosß;, 
und nicht minder die Dreiede PBR, PAM, in welchen PR 
zu AM ift, 

B? + C?-+-2BC:Cos(BC) = M? + A? —2MA- Cosa. 


Die fo gewonnenen drei Gleichungen laſſen fi noch etwas 


vereinfadjen, wenn man darin für M? den zugehörigen Aus⸗ 
druck (I) einſetzt. Dadurch geftalten fie fich, nach gehöriger 
Reduction, wie folgt: 
M-Cosa« = A-+B-Cos(AB) + C-Cos (AO); 
(2) (M-Cosß = B-+A:Cos(AB) +C-Cos(BC); 
M-Cosy = C+-A-Cos(AC) +B:-Cos(BC). 
Hieraus findet man endli für die Eofinuffe der ge⸗ 
ſuchten Sintel a, ß und y bie Ausdruͤcke: 
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Cosa - A+B:Cos(AB) + C:CaQ), 
B-+-A-Cos(AB) +C-Cos (BC). 

M ? 
Cosy = Sr aGoaltO) HB-Cns (BO), 
durch welche nunmehr die Richtung der Mittelfraft M be 
ſtimmt ift, nachdem ihre Intenfität mittelft der Gleichung (1) 
bereitö gefunden worden. Auch fieht man leicht ein, daß 
biebei feine Zweideutigfeit in Abficht auf die Lage der Dit: 
telfraft eintreten Fan, da die Winfel «, A und y ftetö klei⸗ 
ner als 2R. fein müflen. 
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Aus dem vorigen Paragraphen ergeben fich noch fol- 
gende Geſetze: 

1) Man multiplicire die drei Gleichungen (2) nach der 
Reihe mit A, B, C, und addire ſie dann, ſo entſteht mit 
Beruͤckſichtigung der Gleichung (1) 

A Cosc B · Cos ᷓ3C · Cosy = M. 
Demnach iſt die Mittelkraft von drei nach verſchiedenen Rich⸗ 
tungen auf einen Punkt wirkenden Kraͤften gleich der Summe 
der Producte dieſer Kräfte in die Coſinuſſe der Winkel, 
welche fie mit ihrer Mittelfraft bilden. Mit andern Worten: 
Die Mittelfraft ift gleich der Summe ber Projel- 
tionen der Seitenfräfte auf ihre Richtung. 

2) Sind die Winkel zwifchen den gegebenen Kräften 
alle drei rechte, alfo L(AB) = Z(AC) = L(BC) = MW, 
fo reduciren fih die Gleichungen des vorigen. Paragraphen, 
indem man darin die Cofinuffe der genannten Winfel gleich 
Ruf ſetzt, auf folgende: 

M’ = A?+B’+C’; alſo Mo YA?+-B’+C’; 


Cof= 


(3) Coß = 


Cos/ = 2. 


Cos „A. B 
* 77 M’ M 
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Diefe Ausdrücke beftimmen die Intenfität und Richtung der 
Mittelfraft von drei an einem Punkt wirkenden Kräften, 
die paarweiſe rechtwinklig zu einander find. 

3) Durch dieſelbe Subftitution reduciren fich die Gleis 
chungen (2) im vorigen Paragraphen auf folgende: 

M-Cosa = A; M-Cosß =B; M-Cosy =C, 

welche Ausbrüde uns in den Stand feben, jede gegebene 
Kraft M nach) drei auf einander normalen Richtungen, welche 
mit jener Kraft die beftimmten Winfel @, A und y bilven, 
in Seitenfräfte zu zerlegen. Für die Intenfität einer jeden 
Seitenkraft erhält man dann das Product ver gegebenen 
Kraft in den Cofinus des Winkels, den fie mit jener bildet. 

Dabei muß jedoch bemerkt werben, daß die gegebenen 
Winkel &, A, 7, fofern Die drei Richtungen, nach welchen bie 
Zerlegung geichehen fol, rechtwinklig zu einander find, nicht 
beliebig fein fönnen. Denn wenn man die drei letzten Glei- 
chungen quadrirt und abdirt, fo findet man mit Ruͤcſſicht 
darauf, daß M = A?+B?-+CR iſt, 

Cosa? + Cosf? + Cosy” = 1; 

und diefer Gleichung müſſen die für &, A. und y gegebenen 
Zahlenwerthe Genüge leiften. (Bergl. Anh, IV, Nr. 31) 
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Zerlegung einer Kraft nad drei Richtungen 
im Raume. {9m vorigen $. haben wir gefehen, wie jede 
gegebene Kraft nach drei auf einander normalen Richtungen 
in Seitenfräfte zerlegt werben kann. . Nicht fo einfach iſt 
das Berfahren, wenn die gegebenen Richtungen der Seiten- 
Fräfte.fchiefe Winkel mit einander bilden. In diefem Falle 
muß man zu den Gleichungen (2) in $. 50 zurüdfehren, 
um baraus die ntenfitäten der Seitenfräfte A, B, CT zu 
entwideln, wenn alle übrigen Größen als befannt voraus⸗ 
geſetzt werben, 


. 
Ban — —— > AEG nt — — — — — 
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Man bezeichne die Winfel (BC), (AC) und (AB) der 
Kürze wegen bezüglich mit a, b und c, fo hat man 

.  A#B-Cosc+C-Cosb = M:Cose, 

B-+-A-Cose +C-Cosa =. M-Cosf, 
C-+-A-Cosb--B-Cosa = M-Cosy, 

worin A, B und C die unbekannten Größen find, Um zu⸗ 
naͤchſt C zu eliminiren, multiplieire man die dritte. Gleichung 
zuerft mit Cosb, Darauf mit Cosa, und fubtrahire Die 
Producte von den beiden erften Gleichungen, Dadurch er⸗ 
halt man 
A-Sinb?-++-B(Cosc—Cosa Cosb) =M (Cosa—Cosb Cosy) 5 
B-Sina’-+-A(Cosc—CosaCosb)=M (Cosf-—-CosaCos7). 
Die Richtungslinien der Seitenfräfte A, B, C bilden eine 
ſchiefwinklige förperliche Ede, in Fig. 29 berfpectivifch. dar⸗ 
geſtellt, innerhalb welcher die gegebene Kraft Mliegt. Denft 
man ſich mit einem Halbmeſſer = J aus dem Angriffspunkte 
P eine SKugelfläche befchrieben, fo entſteht das fphärifche 
Drei ABC, welches in D von der Kraft M gefchnitien 
wird. Darin fielen die Kreisbogen BC = a, AC=b 
und AB = c die Maaße der Winkel vor, welche die Rich- 
tungen der Seitenfräfte unter fich bilden, und die Bogen 
DA=o, D=fß wd DC = 7, find die Maaße der 
Winkel, welche die Seitenfräfte mit ihrer Mittelfraft M bil- 
den. Nach den erften Grundformeln der fohärifchen Trigo⸗ 
nometrie *) hat man nun folgende Gleichungen: 


*) Die erſten Grundformeln der ſphäriſchen Trigonometrie, welche 
Ihrer ſeltenen Anwendung wegen vielleicht nicht jedem Leſer gleich zur 
Hand fein möchten, laſſen ſich Teicht auf folgendem Wege unmittelbar aus 
ber Sigur: herleiten. 

Man fälle aus ber Spike A des fphärifchen Dreiecks ABC (fig. 29) 
ben Perpenbifel AE auf die Ebene des Winkels BPC, und aus deffen 
Fußpunkte E ziehe man EF und EG bezüglich fenfrecht auf PB und PC, 
Berbindet man nun F und G mit A durch die Geraben FA, GA, fo find 
biefelben ebenfalls fenfrecht.auf PB und PC; daher fich ergiebt: 


/ 
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Im AABC; Cosc—CosaCosb = SimaSinbCosC; 

» AACD; Cosa—CosbCosY = SinbSiny Cosz; 

» ABCD; Cosß—CosaCosy = SinaSinyCosy; 
wo C, x und y bie Winfel bei C in den genannten fphärifchen 
Dreiecken bezeichnen. Subflituirt man diefe Ausprüde in den 
beiden vorigen Gleichungen, fo verwandeln fie fich in folgende: 

A-Sinb+-B-Sina-CosC = MSiny-Cosx; ' 
B-Sina A · Sin b · Cos C = MSiny-Cosy. | 
Um nun ferner zwifchen biefen beiden Gleichungen bie Un- 
befannte B zu eliminiren, multiplicire man die zweite mit 
Cos C und fubtrahire fie von der erften, wodurch man erhält‘: 

A-Sinb-SinC? = M-Siny(Cosx— Cosy- ‚C0s0). 
Kun ift aber x = C—y; daher. 

Cosx = Cos(C—y) = CosC-Cosy +SinC-Siny. 
Folglich entfteht, wenn dies fubflituirt und dann mit SinC 


gehoben wird, 
A-Sinb-SinC = M-Siny-Siny; 


Siny-Siny 
alſo — 


In dieſem Ausdrucke kommen nun noch die Winfel C unb 


AF = Since; PF = Cosc; AG = Sinb, und PG = Cosb. 
Ferner find AFE und AGE bie Neigungewinfel der Ebenen APB und APC 
gegen bie Ebene BPC, alfo ven Winfeln B und C de3 ſphär. Dreiecks bezüglich 
gleich. Mit Rückſicht hierauf bat man nun, wenn „APE = geſetzt wird, 

AE = AP-Sing = AF-SinB = AG-SinC; mithin 


(1) Sing = Sinc-SinB = Sinb- SinC. 
Auch iſt EF = AF-CosB = SincCosB, 
und EG = AG:-CosC == SinbCosC, 


Zieht man nun noch GH fenfrecht auf PB, und EJ parallel mit PB, fo entſtehen 
bie beiden Dreiecke EGJ und PGH, welche bei J und H rechtwinklig, außerbem 
aber einander ähnlich find, Daber it ZEGI = LGPH = as alle 
EJ = EG-Sina = SinaSinbCosC; PH = PG-Cosa = Cosb-Cosa. 
Run it aber PF= PH--HF = PH-+EJ; mithin enifeht 

(I) Cosc == CosaCosb -+- SinaSinbCosC. 
In den Gleichungen L und IL find fämmtliche Gefebe ber ſyhariſchen 
Trigonometrie enthalten. 


— — — 
— 
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y vor, welche zwar nicht unmittelbar gegeben find, ſich aber 
aus den gegebenen Stüden leicht auf folgende Weiſe be⸗ 
ſtimmen lafien. ‚Aus der vorhin angeführten Grundformel 


für das fphärifche Dreieck ABO ergiebt fich 


Cosc—Cosa-Cosb 
Cost = Sina -Sinb | 
Berbindet man diefen Ausdruck durch Addition und Sub- 
traction mit 1, fo entfteht nach einander 

Cosc— Cos(a+b), 


u "777- "Tue, 
1—- Cost = Cos (a—b) — Cosc 


Sina-Sinb 
Nach der befannten goniometrifchen Formel: 
Cos9—Cosy = 2-Sind(P+Y)-Sini(v—g) 
rebueiren fich Die letzten Gleichungen auf folgende: 
1+-CosC = 2.Sing(a+-b-+c)- Sina (a+b-e), 
Sina-Sinb 
1- Cost = 2- -Sinl(a—b+c): Sins (b+e-a) 
Sina · Sin b 
Multiplicirt man dieſe Gleichungen mit einander, und zieht 
dann die Wurzel aus, ſo findet man endlich 


2 : a+b+c.. arb—c.: a4-c—b u. b-rc—a 
SnC= Sinasis Sn Sin —— Sin —— Sin 727 
Ganz auf diefelbe Weife ergiebt fich für das Dreier BCD: 
Sin Tin Pin, 





— — 
SinaSiny 
Subftituirt man dieſe Ausdrüde anſtatt SinC und Siny in 


Siny= 


‚dem obigen Ausdrucke von A, und fegt dabei zur Abkürzung 


bie Wurzelgröße 
a A AA DEE | 
V Sin OH L.gin — . Sin h. Sin * —2N 


da fie in den Ausdrücken für die übrigen Seitenkraͤfte in 
gleicher Weiſe vorkommt, ſo findet man 


M in SI.S— 
(1) a = Vin Bin — r 
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Sn derfelben Art,. wie fich Hier die Seitenfraft A als ab» 
hängig von den Seiten bes ihr gegenüber. liegenden fphä- 
rifchen Dreieds BCD zeigt, find. auch. die ‚beiden andern 
Seitenfräfte B und C von den Eeiten ber ihnen gegenüber 
liegenden Dreiecke ACD und ABD abhängig. Diefer Ana= 
logie zufolge hat man nun 


FE — — — — — — — 

(2) B= FE Vsn Hin Sin 2 Sing Sin te; 

2 = NV sin tt sin — te, 
S. 53. 


Anwendung obiger Theorie auf einen befon- 
dern Fall. In Fig. 30 ſei ein Bockgerüſte dargeftellt, be— 
ftehend aus drei feften Stangen PS, QS und RS, vie an 
ihren oberen Enden gelenfartig mit einander verbunden find, 
während ihre unteren Enden fich auf eine wagerechte Ebene 
ſtützen. In dem oberen Berbindungspunfte ift ein Gewicht 
M aufgehängt, deſſen Wirkungen in den Stubpunlten P, 
Q und R beftimmt werden ſollen. 

Um diefe Aufgabe zu löfen, zerlege man das als eine 
lothrechte Kraft zu betrachtende Gewicht M nach den Rich— 
tungen der drei feſten Stangen in Seitenkraͤfte, wofür man 
nach der in der Figur angegebenen Bezeichnung, und mit 
Beibehaltung der im vorigen Paragraphen angenommenen 
Bedeutung von N, folgende Ausdrücke erhält: | 

(A=7 = Vsin Hör; rer ze: inte a, 








—rbrr . a+rb—r.. ahry— 47— 
di) B= N v Vs "Sin — Sin —— bei m 2 kur 
M | — — 
C in —— Si — c a m uk — Hp; Pt - a u 


Man nehme die Yngrifspuntte dieſer Bräfe in P, O, 
R an und zerlege bier jede Kraft nach zwei auf einander 
notmalen Richtungen in Seitenfräfte, von welchen die eine 


I. Wenn bie Richtungslinien im verfehiebenen Ebenen Hegen. 77 


nach der. Richtung der Projection der fchrägen Stange auf 
“ die mwagerechte Ebene, die zweite aber fenfrecht auf dieſe 
Ebene wirft. Iſt O der Punkt, wo die Verlängerung ber 
vertifafen Kraft M Die wagerechte Ebene. fchneivet, alfo OP, 
00, OR die Projection der drei fchrägen Stangen, welche 
das Bodgeräft bilden, fo findet man durch Hülfe des Par⸗ 
allelogramms der Kräfte für die Seitenfräfte nach den Rich- 
tungen diefer Projectionen 
@) A’=A-Sino; B’=B-Sinf; C' = C-Siny; 
und für die vertifalen Preſſungen in den drei Stübpunften 
findet man ebenfo die Ausprüde - 
8) A’ = A-Cose; B" = B-Cosfd; C” = C-Cosy; 
Die vorhin für A,B und C gefundenen Ausbrüde laſſen 

fich noch einfacher varftellen, wenn man die um den Punft 
O liegenden Winfel a’, b’, c’, welche die horizontalen Pro⸗ 
jectionen der ebenen Seitenwinfel a, b, e vorftellen, dabei 
in Rechnung bringt. Bezeichnet man nämlich die Höhe SO 
des pyramidalifchen Bodgerüftes mit h, fo ergiebt fich 

SP = h-Seca; SQ = h-Secf; SR = h-Secy; 
, OP =hitge; 0Q0=h-gf; OR = h-tgy; 
Aus den beiden Dreiecken QOR und QSR ergeben ſich nun 
nach befannten Lehren die Gleichungen 

OR? = 00?--OR?— 200:OR Cosa’, 
und OR? = SQ? + SR?’— 2SQ:-SR- Cosa. 
Vergleicht man dieſe Ausdrüde mit einander, fegt dabei zu- 
gleich für OQ, OR, SQ und SER die obigen Werthe ein, 
und entwidelt dann Cosa’, fo findet man nach einer fehr 
einfachen Reduction die Formel 
Cosa — CosfCos 
a 

Dur ein ähnliches Berfahren, wie e8 im vorigen Paragr. mit 
Hülfe der zweiten Orundformel der fphär. Trigonometrie aus⸗ 
geführt wurde, erhält man aus obiger Gleichung die folgende; 
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3Sinf Siny Sina'=] Sin? sn Sin Fgin = 
Und auf gleiche Weife ergeben fich für die Wurzelgrößen, 
welche in den beiden andern Gleichungen der Gruppe CD 
vorfommen, die entiprechenden Ausprüde 
3SineSiny-Sinb‘; 4SinaSin ?-Sinc‘. 

Rach Subftitution diefer Ausdrücke geftalten fih nun bie 
ee (1) wie folgt: 

A= an Sin Sie Bin‘, ; B= AN SineSinySinb‘; 
(4) 

nd C= —— 

Dieſe Werthe an der Stelle von A, B, C in (2) und (3) 
eingefest, liefern demnächft 


A= Y ‚Sina Sin @Siny- -Sina’, 
(5) B'= Sy 'SineSinSiny-Sinb‘, 
C= — 


(AU = N -CoseSinßSiny-Sina‘, 












= „x C0sßSineSiny-Sinb‘, 

— CosySin« Sin ß-Sinc‘. 

he en (5) ergiebt fi die Proportion 

';C' = Sina’ :Sinb' : Since’, 

drei wagerechten Seitenfchube, deren Rich- 
chneiden, ein Syſtem von Kräften vor- 
een Punkt im Gleichgewichte ift. 
laſſen ſich durch eine fehr einfache 
fgeftalt reduciren. Sind nemlich p, 
Ireiede QOR, POR und POQ, fo 
ten Lehren 

R-Sina’ = 4h?’.tgftgySina’, 
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und Daraus SP .Cos ßCosy = SinfSinySina’, 
Eben fo iſt 2p Cosa Cosy = SinaSiny-Sinb‘, 





En 
und =P Cosa Cos ß = SineSin$-Sinc‘, 
Subflituirt man In bie Ausdrüde in (6), fo entſteht 
A e I; CosaConpCan7; 
(7) B' = mi CosaCosACoen; 
md C= Sn ——- Cosa Cos ACosy; 


woraus fich demnächft die Proportion ergiebt 
A”:B":C" = pigır. 
Die vertifalen Preſſungen in den Stüßpunften P, Q und RA 
verhalten ſich demnach wie die Inhalte der diefen Punkten 
gegenüber liegenden Dreiefe QOR, POR und POQ. Zu: 
fammen gehommen find aber diefe Prefiungen dem Gewichte 
M gleih. Denn man erhält durch Addition der obigen Aus⸗ 
drücke: 
A"+-B’+C"= S14(p-+4+1)CosaCosßCosy, 


und nun läßt fich Teicht beweifen, daß in dieſer Gleichung 
Nh? 
p+ga+r= APOR = nn cos Cosy’ 
der Ausdruck auf ihrer rechten Seite alſo =M ift. 

Um dies noch darzuthun, denfe man aus P auf die Ebene 
ORS den Perpendifel PE gefällt, und bezeichne mit ꝙ ben 
Winkel PSE, unter welchem die Linie PS gegen die Ebene 
ORS geneigt if. Dann hat man 

PE = PS-Sinp = hSeca-Siny. 
Ferner ergiebt fich der Inhalt des Dreiecks ORS gleich 
30S-RS-Sina = zh’SecfSecy-Sina, 
und alfo der Kubifinhalt der dreifantigen Pyramide 
ORSP = ;h’SecaSec/Secy-SinaSing. 
Derfelbe Inhalt ift aber auch = 4h-APOR, und wenn man 
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diefen Ausdruck mit dem vorigen vergleicht, fo Fommt 
SinaSin 

8) Aron = in Con Alosr" 

Nach der erfien Grundformel der fphärifchen Trigonometrie 

(fiehe Die Note zum vorigen $.) hat man nun: 

Sinp = Sinb-SinC; daher SinaSinp = SinaSinb-SinC., 

Ferner ift nach dem im vorigen Baragr. gefundenen Refultate 


SinaSinbSoC= 2V sin Drei nn — sin — Sints—t, 


Und wenn dieſer Werth, der in abgefürzter Bezeichnung 
= 2N ift, flatt SinaSing in (8) ‚eingefet wird, fo entfteht 


APOR = Cosa CosßCosy’ 
wodurch das vorhin ausgefprochene Geſetz dargethan ift. 
8. 54. 

Beliebig viele Kräfte im Raume an einem 
Punkte wirkſam. Wir betrachten num eine beliebige An« 
zahl von Kräften, die nach beliebigen Richtungen im. Raume 
auf einen und benfelben materiellen Punkt wirfen, und feßen 
dabei voraus, Daß unter diefen Kräften Fein Gleichgewicht 
vorhanden, alfo ihre Mittelfraft zu beftimmen fet. 

Mögen A, B, C...2c. die Intenfitäten der gegebenen 
Kräfte und M die Intenfität ihrer Mittelfraft bezeichnen. 

Man zerlege jede der gegebenen Kräfte nach drei auf 
einander normalen, durch den gemeinfchaftlichen Angriffe- 
punft P gelegten Achfen PX, PY, PZ (Fig. 3 *) in Sei⸗ 
tenfräfte, nehme von denen, die nach einer und derfelben 
Achte wirfen, die Mittelfraft, und verbinde die fo gewonne⸗ 
nen drei partiellen Mittelfräfte zu einer einzigen gleichgel- 
tenden Straft, fo ift dieſe die gefuchte Mittelfraft felbft. 














*) In der Figur find, um bie Zeichnung nicht zu verwirren, nur 
zwei Kräfte mit ihren Richtungswinfeln angegeben. Dies wirb aber für 
die Deutlichfeit hinreichend fein, da für die andern Kräfte ganz biefelben 
Bezeichnungen fattfinden. 
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Zu dem Ende feien «, @’, &" die Winfel, welche die 
Kraft A mit den Achſen PX, PY, PZ mad. Eben fo 
feien 4, P', A" die Richtungswinfel der Kraft B; 7, 7, y" 
die der Kraft C; oͤ, d', ö" die von D u. f. w., welde 
Winkel, wie leicht einzufehen ift, bloß von O bis 180 Gra⸗ 
den gezählt zu werben brauchen, da größere Winkel nicht 
vorkommen fünnen. Die Eeitenfräfte nach den drei genann« 

ten Achfen ergeben fi) nun, zufolge (3) des vorigen Para⸗ 
graphen, durch folgende Ausdrüͤcke: 

Nach der Achſe PX; 

A-Cosa, B-Cosß, C. Cosy, D-Cosö, u. ſ. w. 

Nach der Achſe PY; 

A-Cosa’, B-Cosf, C-Cosy, D Cosòo“, u. ſ. w. 

Nah der Achſe PZ; 

A-Cose”, B-Cosf", C-Cosy", D-Cosö”, u. ſ. w. 
Von diefen drei Spftemen von Kräften wirft jedes in ber- 
felben geraden Linie; daher ergeben ſich die Mittelfräfte der 
felben durch folgende Gleichungen: 

ZACosa =ACosa +BCosß -+CCosy +DCosd +-ıt. 
ZACosa’=ACosa’+-BCosß'+CCosy'+DCosd’-+--ıc. 
ZA Cosa" =A Cosao"+BCos Pf" +CCosy"+DCosö’+--ıc. 

Bezeichnet man nun die Winkel, welche die Mittelfraft 
M mit eben denſelben Achſen bildet, der vorigen Bezeichnung 
analog, mit u, u’, a”, und denkt man ſich dieſe Kraft in 
gleicher Art nach denfelben Achfen zerlegt, ſo ergeben ſich die 
Seitenkraͤfte bezüglich gleich 

M-Cosu; M-Cos«' und M- Cosa", 
Mit Rüdfiht auf das vorhin Gefagte erhält man nun fol 
gende Gleichungen: 
M-Cosu = ZA-Cosa; 
(1) M-Cosu = ZA-Coso‘; 
M-Cosu”" = ZA-Cose”. 
Diefe drei Gleichungen würden zur Beſtimmung der 
I. 6 
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vier unbekannten Größen M, u, w’ und u” nicht hinreichend 
fein; aber außer ihnen findet allemal noch die nachſtehende 
Gleichung Statt: 

(2) Cos u? + Cos +-Cosu”” = 1; 

fo daß alfo die Anzahl der Gleichungen eben fo groß ifl, 
wie bie der unbekannten Größen, und daher koͤnnen biefe 
dur jene nunmehr beftimmt werben. 


Quadrirt man nemlich die Drei erften Gleichungen und 
addirt fie hierauf zufammen, fo erhält man mit Berüdfichti- 
gung der zweiten Gleichung: 

(3) M? = (ZA Cosa)? +(ZACose‘)? + (ZA Cosa”), 
woraus fich durch Ausziehung der Duabratwurzel die In- 
tenfität M finden läßt. 


Herner erhält man aus den drei erften Gleichungen für 
die Cofinuffe der Richtungswinfel der Mittelkraft, deren In- 
tenfität M al befannt vorausgefegt, die Ausprüde: 


ZSA-Cos« 
ee u 


ZA-Cosa’ 


(4) Cos = TE 
u 
Cosi" = zu 


wo jeder Coſinus nur einen einzigen Winfel anzeigen kann, 
weil dieſe bloß von O bis 180° gezählt werben. 

In Abfiht auf Die algebraifchen Vorzeichen der Sets 
tenfräfte nach den drei Achfen muß noch bemerkt werben, daß 
Diejenigen pofttiv find, welche nach den Richtungen der Ach⸗ 
, fen wirken, von welchen an die Winfel gezählt werben; das 
gegen find diejenigen Seitenfräfte, welche in die entgegenges 
festen Verlängerungen dieſer Achfe fallen, negativ in Rech- 
nung zu bringen. Daß dieſer Gegenfab der Richtungen für 
befondere numerifch gegebene Werthe der Winkel fchon Durch 
Die Eofinuffe angedeutet wird, it ohne ‚weitere Audeinander- 
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fesung einleuchtend, und mar hat daher nicht nöthig, {m 
allgemeinen Calcuül darauf Rüdficht zu nehmen. 


$. 55. 


Um noch ein anderes Gefeb für die Beziehung der Mit⸗ 
teffraft zu den GSeitenfräften ımb deren Richtungswinkel 
nachzuweifen, fehren wir zu ber Gleichung (5) des’ vorigen 
Pre zurüd, wo wir gefunden haben - 

= (ZA Cose)? + (ZACosa')?’ + (FE ACosa”?. 

— man nemlich die zweiten Potenzen der Aus⸗ 
drücke XA Cosc, ZACoso‘, ZA Cosa“, indem man dafür 
die algebraifehen Summen fubftituirt, welche durch fie darge 
ftellt werben, jo kommt: 

(ZACoso)? = A?’Cosa? +B?’Cos?-+ C’Cosy? + ı. 
+2AB Cosa Cosß+ 2ACCosaCosy + 
+ 2BC C0os ß Cosy ++ 2% 
(FA Cosa‘)? = A?Cosa? +B? Cosf?"+C’Cosy” + x 
+2 AB Cosa’ Cos # + BACCos a’ Cosy-+---% 
-+ 2BC Cos # Cosy'-++- x. 
(ZA Cosa”)? A? Cosa” +B? Cos f?-+-C? Cos?+--1t. 
-+ 2 AB Cos a” Cos f" + 2AC Cos ae" Cosy" Hit. 
+ 2BC Cos f"’Cosy" Hit. 

Zwiſchen den Winkeln, die jede von den gegebenen 
Kräften mit den drei Achfen macht, finden nun die nachſte⸗ 
henden befannten Gleichungen Statt: 

Cosa? + Cosa? + Cosa” = 1; 

Cos #? -+Cosf”? +Cos I; 

:C08y? + Cosy? + Cosy"” = 1; 
u. ſ. w. u. ſ. w. 

"Eben fo bat man befannflich für die Beziehungen zwi⸗ 
fhen den Winkeln, die je zwei Kräfte mit den Achſen und 
under fich einfchließen, nach Anhang IV, Nr. 23, die folgen: 
den Bergleihungen: 

6 — 
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1Sin #SinySina’ DV rar 


Und auf gleiche Weife ergeben fich für vie Kurzegrögen, 

welche in den beiden andern Gleichungen der Gruppe (U) 

vorkommen, Die entfprechenden Ausdrücke 
3SinaSiny-Siab‘; 4Sin«Sinf-Sinc‘. 

Rad Subftitution dieſer Ausprüde geftalten fih nun bie 

Gleichungen ( (1) wie folgt: 





N A= an SiS in B= an SineSiny Sind‘; 
und C= —— Sind, 

Diefe Werthe an der Stelle von A, B, C in (2) und (3) 
eingefept, liefern demnaͤchſt 


A= * "Sina SioSiny- Sina’, 
(5) B= * -Sin «Sin #Siny-Sinb’, 
e- H * Sin Sin ßSiny-Sinc’; 
AM an Cosa SinßSiny-Sin a’, 
(6) B"= u -CosßSinaSiny-Sinb‘, 
' u 
[C'=3 
Aus den Gleichungen (5) ergiebt ſich die Broportion 
A':B’:C’ = Sina’: Sinb’ ; Sinc‘, 
wonach alfo die Drei wagerechten Seitenfchube, deren Rich- 


tungen fih in O fchneiden, ein Syſtem von Kräften vor- 
fielen, welches um diefen Punkt im Gleichgewichte ift. 

Die Gleichungen (6) laſſen ſich durch eine fehr einfache 
Umformung noch folgendergeftalt reduciren. Sind nemlich p, 
q, r die Inhalte der Dreiede QOR, POR und POQ, fo 
findet man nach befannten Lehren 

Ap = 300-OR-Sina’ = jh’.tgftgySina‘, 


ar -CosySin «Sin d-Sinc'. 


Eee Sr Be — — ng - 


— — — — une — — 
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und daraus .Cos PCosy = SinfSinySina’, 
Eben fo it IE Cosa Cosy = SineSiny-Sinb‘, 
und TB Cosa Cosß = SineSinf-Sinc‘. 
Subftitnirt man diefe Ausdrüde in (6), fo entfleht 
N = NisConaCon Car; 


(7) B' = Cosa Co 8Cos7; 


und C'= N Cosa CosßCos7; 


woraus fich demnächft die Proportion ergiebt 
AB" :C" p: q:r. 
Die vertifalen Breffungen in den Stützpunkten P, Q und R 
verhalten ſich demnach wie die Inhalte der diefen Bunften 
gegenüber liegenden Dreiefe QOR, POR und POQ. Zu: 
fammen genommen find aber diefe Prefiungen dem Gewichte 
M gleich.. Denn man erhält durch Addition der obigen Aus- 
brüde: 
A"+-B"+C"= Sp +q-+r)CoseCosPCos>, 
und nun läßt ſich Teicht beweifen, daß in dieſer Gleichung 
N - 

prgy+rr= APOR = Cosa Cosß Cosy’ 
der Ausdruck auf ihrer rechten Seite alſo =M ift. 

Um dies noch darzuthun, denfe man aus P auf die Ebene 
ORS den Berpendifel PE gefällt, und bezeichne mit @ den 
Winfel PSE, unter welchem die Linie PS gegen die Ebene 
ORS geneigt if. Dann hat man 

PE = PS-Sing = hSeca-Siny. 
Ferner ergiebt fich der Inhalt des Dreiecks QRS gleich 
;0S-RS-Sina = ;h’SecfSecy-Sina, 
und alfo der Kubifinhalt der dreifantigen Pyramide 
ORSP = ;h’SecaSec/Secy-SinaSing. 
Derſelbe Inhalt ift aber au) = 4h-APOR, und wenn man 





Zweites Kopitel, 


Bon Kräften, die nach parallelen Richtungen auf ein Sy⸗ 
tem von materiellen Punkten wirken. 





I Parallele Kräfte In einerlei Ebene. 
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Beflimmung der Mittelkraft von zwei paralle- 
len Kräften. Es feien A und B die Intenfitäten ber 
Kräfte, welche nach den parallelen Richtungen PA und OB 
(Fig. 32) auf die beiden materiellen Punkte P und Q wirs 
fen. Betrachtet man dieſe Punfte als zu einer feften, fonft 
aber frei beweglichen Ebene gehörig, welche auch die beiden 
Kräfte A und B enthält, fo wird an der Wirkung der letz⸗ 
teren nichts geändert, wenn man in P und Q die beiven 
gleichen Kräfte C, C, nad) gerade entgegengefegten Richtun- 


gen wirkfam, anbringt. Man nehme nun einerfeits von den 


beiden Kräften A und C die Mittelfraft V, anbererfeits 
yon B und C die Mittelfraft W, und verlängere die .Rich- 
tungslinien VP, WO bis fie fih in einem Punkte S ſchnei⸗ 
den. Diefen Punkt denfe man fih mit P und Q in einer 
feften Verbindung, und betrachte ihn als den gemeinfchaftlis 
hen Angriffspunft der beiden Kräfte V und W, fo werben 
biefe von hier aus eben fo auf die beiden materiellen Punkte 
wirken, wie die Kraͤfte A und B, welche unmittelbar daran 
thätig find; denn die nach ber Richtung PC angebrachte 
Kraft C hebt fich mit der gleichen Kraft C nach der eniges 
gengefegten Richtung QC auf. 

Im Punkte S zerlege man die Kräfte V, W wieber 
nad) ihren urfprünglichen Richtungen in Seitenfräfte; nem⸗ 
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li V nad den beiden Richungen SAX HPC und SR+PA, 
und W nah den Richtungen SY#OQC und SR-+OB. 
Dadurch ftelt man offenbar die früheren Kräfte C, A 
und C, B wieber ber, von Denen C und C in der gera- 
den Linie XY nach entgegengefegten: Richtungen, die bei- 
den andern A-und B aber in der mit PA und OB yaral- 
Jelen Linie SER nach derſelben Richtung wirkſam find. Die 
beiden erften Kräfte heben fi Daher mit einander auf, wäh- 
rend Die beiden Ießteren mittelft des unverfohiebburen Drei» 
eds PSQ eben fo auf die materiellen Punkte P und @ wir 
fen, als wenn fie unmittelbar daran thätig wären. Dieſe 
Kräfte geben daher eine Mittelfraft M, die nach 8. 16 ihrer 
Summe gleich ift, und welche die fragliche Mittelfraft der 
parallelen Kräfte A und B felbft fein wird. - Demgemäß 
hat man num 

DVD . M=A-B. 

Nüdfichtlied der Intenfität ift Daher die Mitiellraft gleich 
der Summe der parallelen Kraͤfte, und in Hinſicht der Rich⸗ 
tung iſt ſie den beiden Seitenkraͤften parallel. 

Es kommt nunmehr noch darauf an, die Lage der geraden 
Linie SR zu beſtimmen, nach welcher fich die Wirkfamfeit 
der Mittelfraft M erftredt; oder, was baffelbe ift, den Punkt 
R anzugeben, in welchem: diefe Nichtungslinie die Berbin- 
dungslinie PQ der beiden materiellen Punkte ſchneidet, da 
man dann diefen lesteren als ben Angriffepunft der Mittele 
fraft annehmen Tann. 

Zu dem Ende denfe man fich die Kräfte v und W 
nad den ihnen gerade entgegengeſetzten Richtungen PS und 
08 als wirkſam, dann hat man. zwei Syfleme won Kräften, 
nemlich A,C, V und B,C, W, die bezüglich an den Punk⸗ 
ten P und Q im Gleichgewichte find. Die Kräfte des einen 
Syſtems find nun mit den Seiten des Dreiecks PRS, die 
des andern aber mit den Seiten des Dreiecks ORS parallel, 
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und nach Sag (1) in 8.42 hat man daher die Proportionen 


A:C=RS:RP 
and. C:B = RO:RS, 
aus deren Verbindung demnaͤchſt die Proportion hervorgeht: 
di) A:B = RO:RP. 


D. h. Die gerade Linie, welche die Angriffspunfte 
der parallelen Kräfte verbindet, wird durch die 
Mittellraft der lebteren in zwei Theile getheitt, 
die fi umgefehrt wie Die gegebenen Kräfte ver⸗ 
halten. 

Zufolge dieſer Proportion läßt ſich nunmehr der Punkt 
R leicht durch eine geometriſche Conſtruction finden. 

Man lege nemlich die Linie PK unter einem beliebigen 
Winkel an PQ, und nehme darauf die Stüde PL, LK den 
Kräften B und A proportional. Zieht man nun die Ver⸗ 
bindungslinie KQ und aus L die damit parallele Linie 
LR, fo fchneivet diefe die PQ in einem Punkte R, welcher, 
wie leicht erhellet, der gefuchte Angriffspunft der Mittelfraft 
M ift. 

Wären alfo die Kräfte A und B einander glei, fo 
würde der Punkt R in der Mitte von PO liegen. 


8. 58. 


Als Zufäge zu den im vorigen Paragraphen vorgetrage 
nen Lehren ſind hier noch folgende Geſetze zu bemerken: 

1) Die Proportion A:B = RQ:RP findet offenbar 
wnabhängig von dem Winkel Statt, den die Richtungslinien 
der parallelen Kräfte A, B mit der ihre Angriffspunfte ver⸗ 
bindenden Linie PQ bilden. Daraus folgt unmittelbar, daß 
auch die Lage des Punktes R auf diefer Linie von jenem 
Neigungswinfel unabhängig ift, und daher ſtets biefelbe 
bleibt, wenn bie Kräfte um ihre Angriffspunfte beliebig ges 
dreht werben, ohne jedoch ihren Parallelismus zu ſtoͤren. 
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Aus dieſem Grunde: iſt jener Punkt vorzugsweiſe als Ans 
griffspunft der Mittelfraft beider Kräfte angenommen, und ale 
folchen nennt man ihn auch den Mittelpunkt der Sträfte, 


2) Berner ergiebt fich aus der vorigen Proportion 
A+-B:B = RQ-+RP;:RP; 


oder, will AHtB=M un RO+-RP=PPO if, 


M:B = PQ:RP. 
Die Verbindung diefer PBroportion mit der obigen führt 
demnaͤchft auf das Geſetz 
A:B:M = RO:RP:POQ; 

d. 5. jede von den drei Kräften A, B und M ifl 
demjenigen Theil der Linie PQ yroportionirt, der 
zwifchen den Richtungen ber beiden andern Kräfte 
enthalten ift. 

3) Man nehme auf der Verlängerung von PQ ven be- 
liebigen Punft O an, und fubftituire in (2) des vorigen 
Paragraphen OR — OP an der Stelle von PR, fo wie 
00—OR an der Stelle von OR. Dadurch erhält man _ 

|  A:B= 00—-0OR;:OR-OP, | 
woraus demnächft 

A-(OR— OP) = B-(00— OR), . 
oder  (CA+B)OR = A-OP-+B-00 folgt. 
Nun ift aber A+-B = M, und demzufolge hat man 
M-OR = A:-OP-+B:0Q, 

eine Gleichung zwifchen den brei Kräften A, B und M, 
die fich leicht in Worten ausdrüden läßt, 

Beifp Die fefle unbiegfame Linie PO (Big. 34) fei an ihren hei⸗ 
den Enden horizontal unterftügt und in R durch ein. aufgehängtes Ge- 
wiht M = 490 %. belaftet. Man foll die Preffungen x und y auf bie 
Unterftüßungen beftimmen, wenn PR = 3 3, OR = 4 58 gegeben if. 
Nach (2) hat man bie Proportionen: 

M:x = PQ:RQ; ober 490 :x = 714; 
M:y=PO:RR:; » 490:y = 7:3; 
and welchem fig x = 280 1. und y = 210 4. findet, 
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Begriff der Momente. Die in den beiden vorher⸗ 
gehenden Paragraphen gefundenen Gleichungen zwifchen Den 
parallelen Kräften A, B und ihrer Mittelfraft M fchließen 
eine beftimmte ftatifche Bedeutung ein, welche für die praf- 
tifche Anwendung von Wichtigfeit iſt. Che wir daher wei- 
ter gehen, follen jene Gleichungen hier noch einer befonbern 
Erörterung unterworfen werden, um baburch die erwähnte 
ftatifche Bedeutung Far hervortreten zu laffen. 

Sn $. 57 fanden wir nemlih, mit Hinblid auf Fig. 
32, die beiden Gleichungen: 

M=A-+B, 
A:B=RO: RP, 
durch welche, wie wir gefehen haben, die Mittelfraft M und 
ihr Angriffspunft R beftimmt if. Läßt man nun die Kraft 
M nad) der entgegengefegten Richtung RS wirken, fo wird 
fie den beiden parallelen Kräften A und B das Gfeichge- 
wicht halten, oder Die frei bewegliche Ebene wird fich unter 
Einwirfung der in ihr. befindlichen drei Kräfte A, B und 
M, wenn diefe nach den parallelen Richtungen PA, OB und 
RS wirfen, im Gleichgetwichte befinden. Lebteres wird offen- 
bar nicht geftört, wenn man irgend einen Punkt der Ebene, 
etwa den Mittelpunft R, vermittelft eines durchgeftedten un⸗ 
beweglichen Stiftes befeftigt, welcher demnach Feine Einwir⸗ 
fung von den Kräften zu erleiden haben wird. Denft man 
fih aber die Kraft M weggenommen, dann erleidet der in 
R angebrachte fefte Stift ſofort einen Drud = A+-B nad 
der Richtung RM, und er muß aljo nach der entgegengefeß- 
ten Richtung RS einen gleich großen Widerftand leiften, 
wenn das Gleichgewicht fortbeftehen fol. Eine Störung 
defielben würde aber nur zweierlei Wirkungen zur Folge 
haben Eönnen, eine -fortgehende Bewegung der Ebene im 
Sinne der parallelen Kräfte, oder eine drehende Bewegung 
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berfeldben um ben durchgeſteckten Stift, wie am eine feſte 
Achſe. Erftere verhindert. zwar der Stift durch den bem 
Drude M = A+B entgegengefegten gleich großen Wien 
ftand; daß er aber die andere Wirkung nicht verhindern 
kann, iſt ohne Weiteres einleuchtend. 

Das Gleichgewicht in Bezug auf drehende Bewegung 
fann daher nur beſtehen, in Folge der Proportion 

A:B=-RO:RP; 
denn fobald diefer Propertion beine. Genuͤge geſchieht, d. h. 
fobald man einen andern Punkt der Ebene, als den in der 
Richtung MS liegenden Punkt R, auf Die angegebene Weife 
befeftigt denkt, würde fofort eine Drehende Bewegung um ihr 
die Folge fein. Die beiden Kräfte A und B find demnach 
in Bezug auf drehende Bewegung um ihren Mittel- 
punkt mit einander im Gleichgewicht, wem fie ſich umge 
kehrt wie die Entfernungen ihrer Angriffepunfte von jenem 
Mittelpunfte verhalten. Ind da aus der obigen Broponion 
unmitielbar die Gleichung folgt: 

A-RBP =B-RQ, | 
fo kann man die Beringung des Gleichgewichtes zwifchen 
den parallelen Kräften auch dahin : ausfprechen, daß man 
tagt: ‘die Produkte aus den Intenfitäten der Kräfte in Die 
Entfernungen ihrer Angriffspunfte von ihrem Mittelpunkte 
müfen gleich groß fein. 

Dieſe Produkte nennt man ſtatiſche Momente), oder 
ſchlechthin die Momente der Kräfte, und man Tann fle als 
das Maaß ihres Beſtrebens anjehen, eine Drehung der 


*) Der Beifah der flatifchen Momente ift bier deshalb nöthig, 
weil wir es in ber Folge auch noc mit Momenten anberer Art, . unter 
Andern mit mehanifhen Momenten, zu ihun haben werben. Wo in 
bem vorliegenden Buche ber Kürze wegen von Momenten ohne näbere 
Beſt immung bie Rebe ift, fh nb jedesmal ſtatiſche Momente baranler au 
verſtehen. 
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Ebene, welche die Kräfte enthält, um den befeftigten Mittel- 
punkt RR hervorzubringen. Die obige Gleichung drüdt da⸗ 
her aus, daß beide parallele Kräfte gleiches Beftreben haben, 
bie fragliche Ebene im entgegengefebten Sinne um den in 
R durchgeftedten Stift zu drehen, fo daß ſich alfo beide 
Wirkungen mit einander aufheben, 


8 60. 
. In ähnlicher: Weife, wie die vorige Gleichung 
A-RP = B-RQ 
auf drehende Bewegung um den Punft R Bezug Hatte 
kann die in $. 58 unter (3) gefundene Gleichung 
M-OR = A-OP--B-00 
auf Drehung. um den Punft O bezogen werben, wenn biefer 
anftatt RR mittelft eines durchgeſteckten Stiftes befeftigt wird. 

Die in diefer Gleichung vorfommenden Brobufte M-OR, 
A OP und B-OQ werden ebenfalls die Momente der Kräfte 
M, A und B in Bezug auf den Punkt O genannt, und 
leßterer heißt dann der Mittelpunft der Momente, oder 
fchlechthin der Momentenpunft. Der obigen Gleichung 
zufolge ift alſo das Moment der Mittelfraft gleich der Summe 
der Momente der parallelen Seitenfräfte, was mit anderen 
Morten nichts Anderes heißt, ald daß die. Mittelfraft M 
daſſelbe Beftreben hat, eine Drehung der Ebene um den in 
O durchgeſteckten Stift hervorzubringen, wie Die beiden par⸗ 
allelen Seitenträfte A und B zuſammengenommen. 

Dieſes Gefeg ift, wie leicht erhellet, ganz unabhängig 
von dem Winfel, den die Richtungen der Kräfte mit den 
Linien bilden, welche in den Ausdrüden ihrer Momente als 
Factoren auftreten. Der fraglihe Winkel Tann daher, an 
fich betrachtet, zwar ein beliebiger fein; nur ift es nöthig, 
daß er für alle Kräfte, deren Momente mit einander vergli« 
chen werben follen, ftetS dieſelbe Größe behalte, was Bier 
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befonders mit Hinficht auf die fpätere Anwendung auf nicht 
parallele Kräfte. hervorgehoben werben muß. Um alfo in 
diefer Hinficht jede Unbeftimmtheit zu befeitigen, follen jene 
Linien, welche in den Ausbrüden der Momente als Facto⸗ 
ren vorkommen, auf den Richtungen der Kräfte ſtets fenf- 
recht angenommen, und der Kürze wegen die Hebelsarme 
der lebteren genannt werden. 

Bei parallelen Kräften in einer Ebene liegen demnach 
die Hebeldarme ſtets in einer und derſelben geraben Linie, 
welche die fammtlichen Kräfte rechtwinklig fchneidet. Bei nicht 
parallelen Kräften in einer Ebene erhält man dagegen bie 
Hebelsarme, wenn man- aus dem als Momentenpunft anges 
nommenen Bunfte der Ebene auf die darin nad) verfchiedenen 
Richtungen wirkenden Kräfte Berpendifel gefällt denkt. In 
beiden Fällen ergeben fich die ftatifchen Momente der Kräfte, 
wenn man die Sntenfitäten derfelben mit der Länge ihrer 
Hebelsarme multiplicirt. 

Wie die Momente für Kräfte zu beftimmen find, welche 
in verfchiebenen Ebenen liegen, wird fich weiterhin zeigen. 


$. 61. 

Beftimmung der Mittelfraft von zwei paralle- 
len Kräften, die nach entgegengefesten Richtun— 
gen wirken. In 8. 57 wurde die Mittelfraft zweier par⸗ 
alleler Kräfte unter der Borausfegung beftimmt, daß diefel- 
ben die Ebene, worin fie enthalten find, nach derſelben Rich- 
tung hin fortzubewegen ftreben. Der Fall, wo dieſe Kräfte 
nicht in demfelben, fondern mit Bezug auf einander im ent⸗ 
gegengefegten Sinne wirffam find, ſoll bier noch beſonders 
betrachtet werben. 

Es mögen wieder A und B (Fig. 33) die Intenfttäten 
der beiden Kräfte bezeichnen, von welchen A als die Grö- 
fere voraudgefeht wird, und a, b feien die normalen Ab- 
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fände ihrer Richtungslinie von einem in der Ebene beliebig 
firirten Punkt O. Man vente fich die größere Kraft A als 
Mitteltraft von zwei anderen, mit ihr parallelen und glei- 
chen Sinnes wirkenden Kräften, von denen bie eine gleich 
der Heineren Kraft B und in deren Angriffspunft Q wirk⸗ 
fam ift; die zweite aber eine noch unbekannte Kraft M fein 
mag, deren Angriffspunft R ebenfalld noch fraglich iſt. Sekt 
man nun den Abflaınd OR = m, fo hat man nadı $. 57 
und 58 die beiden Gleichungen 

(1) A=B-+M, 

(2) Aa = Bb-+Mm, 

woraus fich die beiben Unbefannten M und m folgenderge- 


ftalt ergeben: 
Aa—Bb 
(3) M=A-B; n= I g- 


Nachdem hiernach die Kraft M beftimmt ift, fo werben bie 
beiden Kräfte B und M die Wirfung von A erfegen. Die 
drei Kräfte B, B und M wirken daher eben fo auf Die 
Ebene, wie früher die Kräfte A und B, und daher müflen 
jene auch dieſelbe Mittelfraft Tiefern wie diefe. Da ſich nun 
die gleichen Kräfte B, B am Punfte Q das Gleichgewicht 
halten, fo bleibt nur noch bie Straft M, im Punkte R wirffam, 
übrig, und folglich muß biefe felbft Die gefuchte Mittelfraft fein. 
Den obigen Refultaten zufolge, ift alfo Die Mittelfraft 
von zwei parallelen nach entgegengefesten Richtungen wir- 
fenden Kräften, gleich der Differenz derfelben, und 
ihre RichtungSlinie liegt außerhalb der parallelen 
Kräfte auf der Seite der größeren von Ihnen. 


Beifp. An einer feſten unbiegfamen Linie wirfe in Q (Fig. 35) 
eine Kraft B= 100%. vertifal aufwärts, während in P ein Gewicht 
A = 1804. aufgebangen if. In welchem Punkte R nnuß bie Stange 
unterſtützt werben, damit fie unter den Kräften A und B im Gleichgewicht 
bleibe, und wie groß if der Druck M auf bie Unterftügung? bie Entfer- 
nung PQ fei = 5 Zuß gegeben. 

Nimmt man ben Momentenpunkt in R, alſo m = 0 an, und ſetzt PR = x, 
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fo iſt OR=x-+5, Nach Gleichung (2) bat man nun, wenn darin bie 
eniſprechenden Werthe eingeſetzt werden, 180-x = 100-(x 5); woraus 
ſich x = 64 Fuß ergiebt. | 
Der Dru auf die Unterfüßung iſt — A—B = 80%, 
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Aus der zweiten Gleichung des vor. 8 ergiebt fi ich noch 
Mm = Aa — Bb, 

welches eine Momenten⸗-Gleichung in Bezug auf den außer⸗ 
halb der Kraͤfte liegenden Punkt O iſt. Denn nimmt man 
diefen Punkt zum Momentenpunft, dann ſtellen die norma⸗ 
len Abſtaͤnde OP = a, 0Q = b und OR = m die He— 
belöarme der Kräfte A, B und M vor, und die in ber 
Gleichung vorkommenden Produkte find nach dem vorigen 
Paragraphen die Momente diefer Kräfte, 

Nimmt man einen Punkt O’ zivifchen den parallelen 
Kräften. zum Momentenpunft, deffen Abftand O’O von dem 
vorigen Punkte = x fein mag, fo erhält man eine Momen- 
tengleihung in Bezug auf O', wenn man die Gleichung 
M=A-—B mit x multiplieirt und darauf das Produkt 
von der vorigen Gleichung fubtrahirt. Dadurch entfteht 

' Mim-x) = Aa-—x)—B(b—x) 
= A(a—x)-+-B(x—b). 
Nun fin m—x = OR, a—x = OP und x-b= 09 
bie neuen Hebelsarme der Kräfte M, A, B, und wenn man 
biefelben bezüglich mit m‘, a‘, b‘ bezeichnet, fo hat man bie 
Momentengleichung 
Mm’ = Aa’-+-Bb’. 

Demnach ift das Moment der Mittelfraft der beiden par- 
allelen und entgegengefegten Kräfte gleich der Summe oder . 
Differenz der Momente diefer Kräfte, je nachdem der Mo- 
mentenpunft innerhalb oder außerhalb des Intervalls zwi- 
[hen ihren Richtungslinien Tiegt. In dem einen Falle wir- 
fen aber die Kräfte in Demfelben, in dem andern aber im 
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entgegengeſetzten Sinne auf Drehung um den betreffen⸗ 
den Momentenpunkt, was alſo dem Begriff der Momente 
vollkommen gemäß iſt. 


8. 63. 


Erörterung eines beſonderen Falles. Kräfte- 
paare. Im vorigen Paragraphen haben wir zur Beftim- Ä 
mung der Mittelfraft M von zwei parallelen Kräften A und 
B, bie in einer Ebene nach entgegengefegten Richtungen wir- 
fen, die beiden Formeln gefunden: 

Aa—Bb 
Diefe Formeln finden jedoch nur fo lange Anwendung, als 
die beiden Kräfte A und B verfchlevene SIntenfitäten haben. 
Sobald fie aber einander gleich find, ergiebt fich fofort 
M=0, ww m=-x; 

alfo eine Mittelfraft gleich Null in unendlicher Entfernung, 
oder mit andern Worten: die fraglichen Kräfte fönnen in 
diefem befondern Fall nicht mehr durch eine einzige gleich⸗ 
geltende Kraft erſetzt werden. 

Zwei gleiche Kraͤfte, die in einem beſtimmten Abſtande 
von einander nach entgegengeſetzten parallelen Richtungen 
wirken, haben demnach weder eine Mittelkraft, noch koͤnnen 
ſie mit einander im Gleichgewicht ſein, denn ſonſt müßten 
ihre Richtungslinien nach $. 12 zuſammenfallen, und ſomit 
bilden fie einen Ausnahmefal eigenthümlicher Art. Man 
nennt fie ein Kräftepaar, oder ohne weiteren Beifag ein 
Paar*), und es koͤmmt bier darauf an, die Wirkung eines 
ſolchen Paares näher zu unterſuchen. Eine Fleine Ueberle- 


”) Poinſot, in feinem trefflichen Werke: El&mens de Statique, 
von welchem mir bie Tte Auflage som Jahr 1837 vorliegt, hat dafür bie 
Benennung Couple (des forces) eingeführt, und dieſe ift feitbem in den 
franzöffchen Schriften über die Statik allgemein gebräuchlich geworben, . 


— ana 
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gung ergiebt aber bald, daß die fragliche Wirkung nur in 
einer Drehung der Ebene beftehen kann, welche das Paar 
enthält, da fih die Sträfte defielben in Bezug auf fortgehende 
Bewegung einander aufheben. 

Um. fidy hierüber ein für alle Mal genaue Rechenfchaft 
zu geben, betrachte man das in Fig. 36 bargeftellte Paar 
A, A’, beftehend aus Kräften, jede von der Intenfität = A, 
deren parallele Richtungslinien den normalen Abfland a von 
einander haben mögen. Dan denfe fi in ber Ebene bie- 
ſes Paares einen beliebigen Punkt O befeftigt, indem man 
fich in demfelben eine fefte, auf der Ebene fenfrecht ftehende 
Linie ald Drehachfe angebracht denkt, und ziehe aus dieſem 
Punfte die. Gerade OP normal auf die Kräfte A, A’, Liegt 
nun der Punkt O außerhalb des Paares, fo ift augenfchein- 
lich, daß die Kraft A am Hebelsarm OP eine Drehung um 
O in. dem einen, die Kraft A’ am Hebelsarm OQ dagegen 
eine Drehung in dem entgegengefegten Sinne hervorzubrin- 
gen firebt, und Die Differenz der Momente A-OP und 
A’.00, d.h 

A-OP— A'.00 = A-(0P—00) = A-PQ, 
ift offenbar das Maaß der gemeinfchaftlichen Wirfung beider 
Kräfte. Wenn dagegen der Drehpunft innerhalb des In- 
tervalle8 zwiſchen den beiden Kräften, etwa in O', angenom- 
men wird, fo wirken leßtere beide in demſelben Sinne auf 
Drehung, und ihre Wirkungen vereinigen ſich dann in der 
Summe der Momente A-O'P und A’-0'Q, wofür fih alfo 
ergiebt: 

A-OP-+A.00 = A-(0P-+00) = A-PQ. 

Hieraus geht alfo hervor, daß das Streben zur Drehung, 
oder das Moment des Paares, für jeden Punft der Ebene 
ſtets diefelbe Größe behält, da es allemal gleich dem Pro- 
buft aus einer der gleichen Kräfte in ihrem normalen Ab- 
ſtande, alſo = Aa ifl. Auch folgt aus der obigen Darftel- 
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fung, daß die Drehung um den außerhalb gelegenen Punkt 
O im Sinne derjenigen Kraft erfolgen wird, welche.in Be- 
zug auf Diefen Punkt ben größten Hebelsarm hat, nad) ber 
Figur alfo im Sinne der Kraft B. In bemfelben Siune 
wird aber auch die Drehung um den immerhalb ‚gelegenen 
Punkt O' erfolgen, wie es die unmittelbare Betrachtung der 
Figur ſofort erfehen läßt. 
6. 64. 

Iſt die das Kräftepaar enthaltende Ebene vollfommen 
frei, alfo tn feinem ihrer Bunfte befeftigt, dann findet zwar, 
der vorigen Unterfuchung gemäß, für jeden Punkt in ihr 
daffelbe Streben zur Drehung Statt. Dennoch kann man 
annehmen, daß In der Wirklichkeit die Ebene fih um den 
Mittelpunft des Intervalfes zwifchen den gleichen Kräften 
drehen wird, da die zu beiden Seiten dieſes Punktes befind- 
lichen Kräfte fich in Bezug auf ihn in ganz gleicher Weiſe 
verhalten. | 

Welcher aber auch der Drehpunft der Ebene fein mag, 
fo ift Har, daß die Wirkung des Paares durch Feine "einzelne 
Kraft erfeßt ‘werben Tann. Denn eine folche einzelne Kraft 
kann ihrer Natur nah nur eine fortgehende Bewegung im 
Sinne ihrer Richtung, nicht aber eine Drehung hervorbrin- 
gen; es fei denn, daß bie Ebene in einem ihrer Punkte 
befeftigt wäre. Iſt aber Iesteres wirflich der Fall, dann 
laͤßt ſich allerdings eine Kraft nachweifen, welche die Wir- 
fung des Paares zu erfegen und mithin auch ganz aufzu- 
heben im Stande if. Bezeichnet nemlich C die Intenfität 
und c den Hebeldarm diefer Kraft in Bezug auf den feften 
Drehpunft der Ebene, fo muß ihr Moment Ce dem Mo 
ment Aa des Paares gleich fein, alfo 


Ce = Aa, mithin C= 
Man fieht alfo, daß. die Intenſität diefer Kraft. durch bie 


"Aa 
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normale Entfernung des feſten Punktes von ihrer Richtungs⸗ 
linie beſtimmt iſt, und in Bezug auf die Drehung um die⸗ 
fen Punkt muß fie mit dem Paare entweder in. demſelben 
oder in dem entgegengefegten Sinne wirken, je nachdem fie 
die Wirkung deſſelben erfegen oder ganz aufheben fol. Im 
Übrigen kann De Kraft C jede beliebige Lage gegen das 
Baar haben, wofern nur ihr Hebelsarm e unverändert bleibt. 
Henn man alfo in der Ebene des Paares aus dem ange 
nommenen Drehpimfte mit c als Halbmeffer einen Kreis 
beſchrieben denkt, an welchem Die Richtungslinie von C ftet8 
tangential bleibt, fo fann man die genannte Kraft, ohne 
etwas an ihrer Wirfung zu Andern, in jedem Punkte des 
befchtiebenen Kreisumfangs angebracht denfen. 

Anmerkung Die zuerft durch Poinſot In die Lehren ver 
Statik eingeführten. Kräftepaare find noch einer weiten Ent⸗ 
wicklung fähig, die jedoch hier, wo es ſich mehr um bie 
nächfte Anwendung auf die Praris Handelt, füglich übergan= 
gen werden kann. Wer über dieſen Gegenftand weitere Be= 
lehrung wünfcht, findet biefelbe in dem ſchon angeführten 
Werke von Poinfot, nächflvem aber in dem „Handbuche 
der theoretiſchen Mechanft, von Dr. Ferd. Minping *), 
Berlin 1838”, wa. die Thiorle der Kräftepaare, beſonders 
in ihrer Anwendung bei ven verſchiedenen Problemen ber 
Mechanik, auf eine fehr finnreihe Weile durchgeführt ift. 


8. 65. u 
Beliebig viele Kräfte, nach parallelen. Rich— 
tungen wirffam. Wir.betrachten nunmehr . eine beliebige 
Anzahl von parallelen Kräften, die in einer Ebene auf ein 


*) Ehsmald Lehrer am ber Königlichen Allgemeinen Vauſchule, 
jebt Profeffor der angemandten Maibhematif in Dorpat, mohin berfelbe 
vor Kurzem einem ehrensollen Nufe gefolgt if. Möge Herr Minding 
in feinem neuen Wirkangäfteife biefelbe Liebe und Anerlennung mieber- 
finden, die er bier in fo reihem Maaße zurüdgelaffen hat. 


7* 


100 Zweites Kap. Bon Kräften, bie nach parall. Richtungen wirken. 


Syſtem von Punkten wirken, und feßen zuerft voraus, daß 
alle Kräfte ihre Angriffspunfte in demſelben Sinne fortzube- 
wegen fireben. Unter diefer Borausfegung iſt ein Gleichge⸗ 
wicht zwiſchen den Kräften nicht möglich; und daher kömmt 
ed darauf an, ihre Mittelfraft zu beftimmen. 

Man bezeichne die Sntenfitäten der Kräfte nach der 
Reihe mit A, B, O...⁊c., die Angriffspunkte verfelben mit 
A', B', C...x. (Fig. 37), und um die gegenfeitige Lage 
diefer Angriffspunfte feftzuftellen, denfe man fich in der Ebene 
der Kräfte zwei rechtwinkflige Coordinatenadhien OX, OY 
gezogen, von welchen jene Punkte die normalen Abftände 
a, a’; b, b’; c, c’;...ıc. haben mögen. 

Wir nehmen zuerft von zwei Kräften A und B die 
Mittelfraft P, jo ift deren Sintenfität nad) 8. 57 gleich 
A+B, und ihr Anfangspunft P’ liegt auf der Verbin⸗ 
bungslinie AB“. Berlängert man biefelbe, bis fie die Ach- 
fen in, K und L ſchneidet, fo hat man nad) (2) in 6. 58, 
wenn man nach einander die genannten Durchichnitte als 
Momentenpunfte annimmt, 

P-KP' = A-KA'’+B-KB', 
und P-LP' = A-LA'+-B-LB'‘. 
Man bezeichne die Winkel, welche die Gerade KL mit den 
Achfen OY, OX bildet, bezüglich mit ꝙ und w, und multi- 
plieire die eine der beiden vorigen Gleichungen mit Sing, 
die andere mit Sinyw, fo entſteht: 

P-KP'-Sing = A-KA'- Sing -+B-KB'-Sinp, 

P-LP'-Siny = A-LA'.Siny-+B-LB'-Siny. 

Mit Hinficht auf die Figur ift aber 

KP'Sinp = p, KA'Sinp = a, KB'Singp = b; 
und LP'-Siny= p‘, LA'-Siny®% a’, LB'-Siny = b‘, 
Subftituirt man dieſe Werthe, fo hat man überhaupt Drei 
Gleichungen zwiſchen den beiden Kräften A, B und ihrer 
Mittelfraft P, nemlich 


| 
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P=A+B, 
Pp = Aa-+-Bb, 
Pp’ == Aa’-+- Bb‘. 
Diefe Gleichungen dienen nunmehr zur Beſtimmung der In⸗ 
tenfität und des Angriffspunftes der Mittelfraft P, welche 
hinfichtlich der Richtung den beiden Seitenfräften A und B 
parallel if. Wenn man daher die lehteren aus dem Sy⸗ 
fleme Binwegnimmt, und ftatt ihrer die Kraft P an dem 
durch die Coordinaten p und p’ beftimmten Punkte P’ an- 
bringt, jo wird dadurch in der Geſammtwirkung aller Kräfte 
nichts geändert. Man kann dann ebenfo die Kraft P mit 
einer dritten Kraft C zu einer neuen Mittelfraft O vereini- 
gen, und diefe wird demnächſt die Wirkung ber drei Kräfte 
A, B und C erfeben. Der Angriffspunft Q’ diefer neuen 
Mittelfraft liegt auf der Verbindungslinie P’C’, und wenn 
q, q' die Eoordinaten deſſelben find, fo findet man auf Die- 
felbe Weife wie vorhin die Gleichungen 
'Q=P+C=A+B+rt6C; 
Qq = Pp+Cc = Aa+Bb-+Ce; 
QOg = Pp +Cc = Aa+Bb’ + Ce; 
indem man nemlich für P, Pp und Pp‘ die vorigen Werthe 
ſetzt. Durch die drei legten Gleichungen find die Intenfität 
der Kraft Q und die beiden Coordinaten q, q’ ihres Anz 
griffspunftes beftimmt. Diefe Kraft iſt nun die Mittelfraft 
der drei Kräfte A, B, C; und man fann fie in berfelben 
Art mit der vierten Kraft D verbinden. Rennt man R bie 
neue Mittelfraft von Q und D, fo wie r, r' die Coordina⸗ 
ten ihres Angriffspunftes, fo hat man ebenfo wie vorhin Die 
Gleichungen: 
R-0+D= A+B+C+D; 
Rr = Qq+Dd = Aa+Bb-+Ce-+ Di; 
Rr' = Og’+-Dd’ = Aa’ -+-Bb’ + Ce’ +Dd'. 
Beftände das Syſtem nur aus ben vier Kräften A, B, C 
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und D, fo hätte man ir BR fchon Die fragliche Mittelfraft 
gefunden. Eind aber noch mehr Kräfte vorhanden, jo kann 
man die vorige Operation fo. lange fortfegen, bis alle par- 
allelen Kräfte auf eine einzige Mittelfraft gebracht find. Auf 
diefem Wege findet man zuletzt, wenn man bie Mittelfraft 
fämmtlicher parallelen Kräfle mit M und die Koordinaten 
ihres Angriffspunftes mit m und m’ bezeichnet, 
Mo A+B+C+D + = 2A; 
(D) {Man = Aa+Bb+Cc+Di+-- = YAs; 
Mm = Aa’-+-Bb’ + Ce +Dd+-- = Aa. 

Die erfte von dieſen Gleichungen giebt unmittelbar bie 
Intenfität der Mittelfraft, gleich der Summe der Sntenfitä- 
ten aller Seitenfräfte. Dividirt man aber Die zweite und 
britte Gleichung durch die erfte, fo findet man für Die Co⸗ 
ordinaten ihres Angriffspunftes die Ausbrüde: 
EN mozae „1 Zar 

SA’ SA 
Da die partiellen Mittelfräfte P, Q, R u. f. w., welche 
jedesmal zwifchen zwei parallelen Kräften genommen wor- 
den, denſelben parallel find, fo folgt, daß auch: die zulegt 
gefundene Mittelfraft M des ganzen Syſtems den ſammtli⸗ 
chen Kraͤften deſſelben parallel ſein muß. 

Auch verdient hier noch bemerkt zu werden, daß die 
vorige Herleitung ganz unabhängig iſt won der Lage ber 
parallelen Kräfte gegen die Coordinatenachſen. Wenn. alfo 
die Kräfte, indem fie fi) um ihre Angriffspunfte drehen, 
immer andere und andere Lagen annehmen, babei aber ſiets 
parallel bleiben, fo bleiben auch Die durch obige Ausdrücke 
beftimmten Coordinaten m und m’ ungeändert, und die Mit- 
telfraft muß alfo für alle möglichen Lagen: der parallelen 
Kräfte ftets Durch denfelben Punkt gehen. Wegen diefer 
Eigenfchaft, die feinem anderen Punkte des Syſtems zukommt, 
nennt man ihn den Mittelpunft der parallelen Kräfte 
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8. 66. 

Parallel⸗ Kräfte, die nach entgegengeſehten 
Richtungen wirken. Im vorigen Paragraphen festen 
wir voraus, daß alle parallelen Kraͤfte in demſelben Sinne 
auf fortgehende Bewegung wirken. Jetzt wollen wir bie 
Mittelkraft unter der Borausfegung beftimmen, daß ein Theil 
der gegebenen Kräfte nach der einen, ein anderer Theil aber 
nach ber entgegengefegten Richtung wirft. 

Dadurch bilden fih zwei entgegengefegte Syſteme von 
parallelen Kräften, deren Intenfitäten wir für das eine She 
ftem durch A,B, C...ıc., für das andere durch P,Q,R 
bezeichnen wollen, während in entiprechender Bezeichnung a, 
a’; b, b'; c,c';...ıc. und p, p'; q, gr, r...ıc. bie Co⸗ 
ordinaten Ihrer -Angriffspunfte fein. mögen. Denft man fich 
von beiden Syflemen, deren jedes aus Kräften befteht, die 
in demfelben Sinne wirken, die zugehörigen Mittelfräfte V 
und W genommen, fo bleibt nur noch übrig, die Mittelfraft 
von lepteren zu beflimmen, welche dann bie ber fänmtlichen 
Kräfte fein wird, 

Zur Beftimmung der beiden pariiellen Mittelkraͤfte V 
und W Bat man aber nad) dem vorigen Paragraphen, wenn 
v, v und w, w’ (Sig. 38) die Eoorbinaten ihrer Angriffe 
punfte v', w’ find, die Gleichungen 

VaZA, Vv a ZA; Vv' o AR’; 
und W=ZP; Ww = 2Pp; Ww' = ZPp‘. 
Iſt nun V die größere von dieſen beiden Kräften, fo ergiebt 
fih nach $. 61 ihre Mittelfrafit M= V—W, und deren 
Angriffspunft M’ liegt auf der Verlängerung von V’W', 
welche Ießtere die beiden Coordinatenachſen in K und L 
ſchneiden möge. In Bezug auf dieſe Durchichnitie als Mo- 
mentenpunlte hat man dann ferner nach 8. 62 die Gleichungen 
M-KM' = V:KV’— W·KW, 
und M-LM' = V-LV'’—-W-LW'; 
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“ welche fich Leicht Dur das im vorigen Paragraphen ange 
wendete Verfahren auf folgende rebuciren laſſen: 
dd) Mm = Vv — Ww; Mm = Vv — Ww‘. 
Sept man darin für die Produkte Vv, Vv’ und Ww, Ww’ 
die vorhin gefundenen Werthe, und erinnert fid zugleich, Daß 
M=V-W ift, dann hat man folgende drei Gleichungen: 
M = 3A — SP; 
(2) Mm = 2’Aa— IPp; 
Mm’ = Aa’ — IPp‘; 

welche den im vorigen Paragraphen gefundenen Gleichungen 
(1) vollfommen analog find. Diefelben liefern nun für bie 
Eoordinaten m, m’ die Ausbrüde: 

SAra—IPp ,_ ZAd— SPp 
9 m- SAP; m SA-3P ’ 
wodurch aljo der Angriffspunft der Mittelfraft, oder der 
Mittelpunft der parallelen Kräfte beftimmt if. Das 
Dafein diefes Punktes ift jedoch, wie aus der obigen Her⸗ 
leitung leicht erhellet, in dem vorliegenden Balle an die Be⸗ 
dingung gefnüpft, daß die beiden partiellen Mittelfräfte V 
und W ungleiche Intenfitäten haben. Denn wollte man 
diefe als gleich anmehmen, ohne daß zugleich v = w und 
v’ =. w', der Abftand V'W' zwijchen ihren Angriffspunften 
alfo gleich Null wäre, jo würde man fofort m = m’ = m 
finden, und man hätte e8 dann mit einem SKräftepaar zu 
thun, welches nach 8. 63 einer Mittelfraft nicht fähig ift. 


$. 67. 


Die in den beiden legten Paragraphen gefundenen Glei⸗ 
chungen drüden, wenn man den fo eben erwähnten Fall 
eined Kräftepaares ausfchließt, im Grunde daſſelbe Geſetz 
aus. Es findet dabei weiter Fein Unterfchien ftatt, als daß 
in den Gleichungen des $. 65 alle Kräfte das pofltive Vor: 
zeichen haben, weil fie zufolge der Borausfegung in bemfel- 
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ben Sinne wirfen, während in $. 66, wo die Kräfte be 
ziehungsweife nach entgegengefegten Richtungen als wirt 
fam gedacht werben, demgemaͤß auch ihre Intenfitäten mit 
entgegengefegten Vorzeichen in ber Rechnung auftreten. Faßt 
man daher beide Fälle zufammen, fo laffen ſich die Ergeb- 
nifie folgendermaßen in Worten wiebergeben: 
„Die Miüttelfraft ift gleich der algebraifchen Summe 
„aller parallelen Seitenkräfte; und in Bezug auf jede der 
„beiden Coordinatenachfen ift das Produkt aus der Inten- 
„ſitaͤt der Mittelkraft in den normalen Abftand ihres An⸗ 
„griffspunftes von dieſer Achfe der algebraifchen Summe 
„der eben fo gebildeten Produkte aller Seitenfräfte gleich”; 
wo alfo unter dem Ausbrud der algebraifchen Summe eine 
Bereinigung von Größen mit enigegengefebten Borzeichen 
zu verftehen ift. Die zulegt erwähnten Produkte pflegt man 
der Kürze wegen auch häufig die Momente in Bezug auf 
die Coordinatenachſen zu nennen; wobei jedoch zu erinnern ift, 
daß diefe Art Momente nicht mit den fogenannten ftatifchen 
Momenten, welche nad 8. 59 das Beftreben der Kräfte zur 
Hervorbringung einer drehenden Bewegung ausdrücken, ver- 
wechfelt werden dürfen. Jene Produkte haben zwar eben- 
falls, wie wir fogleich fehen werden, eine gewiſſe, wenngleich 
entferntere, Beziehung auf drehende Bewegung. Es iſt in- 
deſſen klar, daß legtere nur um eine geradlinige Achfe geſche⸗ 
hen kann, die auf der Ebene ber Kräfte in irgend einem 
Punkte, dem Momentenpunfte, jenfrecht fleht; wogegen eine 
Kraft Fein Beftreben zur Drehung Außern Tann, fobald die 
Drehachſe, wie in dem vorliegenden Kalle die Coordinaten- 
achfen, fich mit ihr in derfelben Ebene befindet. 

Man nehme nun den Coordinatenanfang O (Fig. 37) 
zum Momentenpunft, und ziehe aus ihm die Linie OZ fent- 
recht auf die Richtungslinien der parallelen Kräfte, mit wel⸗ 
cher fie fih in den Punkten A”, B",C”...ıc. fchneibet, dann 
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firlien die normalen Abflände OA”, OB", OC"....c. bie 
Hebeldarme ber Kräfte vor, und dieſe ſollen nach der Reihe 
mit a, b", o"...2c. bezeichnet werden. Um lebtere zu be⸗ 
fimmen, fei A der Winkel, den die parallelen Kräfte mit 
OX bilden. Der Hebelsarm von irgend einer der Kräfte, 
z. D. der von B, ergtebt fich nun mit Rückſicht auf die in 
der Figur angegebene Bezeichnung auf folgende Weife: 

In dem rechtwinfligen Dreief BTHJ hat man HJ = 
b · Cotga, und wenn dies von OH = b fubtrahirt wird, 


entſteht: | 
0J = b—b’-Cotg}, 


Diefe Linie ift ferner die Hypotenuſe bes rechtwinkligen 
Dreiecks OJB“, von welchem die Kathete OB“ den geſuchten 


Hebeldarm b" darftellt. Daher ergiebt fih OB" = OJ: Sind, 


oder, nach Einfegung der entfprechenden Werthe, 

b“ = (b—b’-Cotgi)-Sini = b-Sini — b'-Cos}. 
Ganz ‚ähnliche Aushrüde ergeben fich nun auf gleiche Weiſe 
für die Hebelsarme aller übrigen Kräfte, was ohne Weite 
res einleuchtend if. Um alfo aus.den beiden in $. 65 ge- 
fundenen Coordinaten- Gleichungen 

Mm = ZAa = Aa +Bb + Cc + Xx. 
Mm’ XAa = Aa’+-Bb' + Cc' + x. 


eine ftatifche Momentengleichung berzuleiten‘, multiplirire - 


man bie etfte von ihnen mit SinA, die Zweite mit Cos4, 
und :fubtrahire dann beide von einander, jo entſteht: 
M(mSini— m’Cosi) = A(aSini— a’CosA) + 

-B(bSinA — b’CosA) CCe Sin - Cos}) +... x. 
Die Größen, welche hier neben den Kräften als deren Ya 
toren in Klammern ftehen, find aber, wie oben gezeigt wor—⸗ 
den, die Hebelsarme der Kräfte, und wenn man dafür die 
entfprechenden Bezeichnungen m“, a”, b", c"... ıc. einfhr 
fo Hat man 

Ma“ = Aa’ +-Bb" HC" +... x. ⸗ EAat; 


a „m » — —— —— ö — — —— ———— — ⏑ä⏑— 
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wonach alſo, in Bezug auf den Coordinatenanfang O als 
Momentenpunkt, das ſtatiſche Moment der Mittelkraft 
gleich der Summe der Momente aller, in. demſelben 
Sinne wirfenber, Seitenfräfte iſt. i 


$. 68, 


Ein ganz gleiches Gefes, nur mit geringer. Abänderung 
in den Vorzeichen, ergiebt ſich auch für ven in 8. 66 be⸗ 
trachteten Fall, wo fi) die gegebenen Kräfte auf zwei ent« 
gegengefeßte partielle Mittelfräfte V und W rebuciren lafs 
fen. Zieht man nemlich in Fig. 38, welche diefen Fall dar⸗ 
ftellt, die Linie OZ rechtwinklig zu den Kräften, und bezeich⸗ 
net die auf diefer Linie gemeflenen Hebeldarme OV, OW“ 
und OM” nad) der Reihe mit v”, w” und m”, fo hat man 
nah $. 62 | 
(1) Mm” = Vv" — Ww”. 

Run- ift aber V die Mittelkraft der nach einerlei Richtung 
wirkenden: Kräfte A, B, C...ıc; und W ift bie Mittelfraft 
der parallelen Kräfte P, Q, R...ıc., welche ebenfalls nach 
einerlei, ‚aber der vorigen enigegengefegten Richtung wirken. 
Sind nun a”, b", ec... ic. die Hebeldarme der erften, :;p", 
q“, "...ıc. die der legten Kräfte, fo hat man nad dem 
im vorigen Paragraphen gefundenen Gefeg Vv" = z2Aa”, 
Ww” = 3Pp"; folglich entfteht, wenn dies in ber obigen 
Gleichung ſubſtituirt wird, 

(2) Mm" = ZAa” — pp". 

Diefe Gleichung, zufammengefaßt mit der im vorigen Ram⸗ 
graphen gefundenen, enthaͤlt nun folgendes Geſetz: 

Das ſtatiſche Moment der Mittelkraft iſt gleich 
ber .algebraifhen Summe der Momente aller Sei« 
tenfräfte. 

Die ftatifche Bedeutung deftelben ift aber die, daß die 
Mittelkraft eben fo.auf. drehende Bewegung der das Syſtem 
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enthaltenden Ebene wirkt, wie alle Kräfte deſſelben zuſam⸗ 
mengenommen. Dabei hat man ſich zunächft im Coordina⸗ 
tenanfang O eine fefte Achſe zu denfen, die auf der Ebene 
der Kräfte fenkrecht fteht. Da aber auch jeder andere Punkt 
der Ebene zum Anfangspunft der Coordinaten genommen 
werden kann, fo folgt, daß das fo eben ausgefprochene Ges 
fe für alle Bunfte, wo man ſich auch eine fefte Achfe mit 
der Ebene verbunden denken mag, ganz in derſelben Weiſe 
gültig bleibt. 
$. 69. 

Für den befonderen Fall, daß die entgegengefeßten par⸗ 
tiellen Mittelfräfte V und W fich als gleich ergeben, ift die 
Gefammt-Mittelfraft M glei Null, fo daß alfo nach $. 66 
die Gleichung ftattfindet: 

(di) 0= ZA->P. 

Man hat dann ein Kräftepaar, deſſen Wirfung in Bezug 
auf drehende Bewegung (Fig. 38) gleich der Differenz der 
Momente V-OV" und W-OW” ift, und daher V-OV"— 
WOW" = ZAa"’— >Pp" zum Ausdrud hat. Derfelbe 
verwandelt ſich, wenn man bie Sntenfität einer jeden Kraft 
= U, und ihren normalen Abſtand V"W”" von einander, 
oder dad Intervall des Paares, = u fegt, in 

(2) Uu = ZAa"— IPp“, 

wodurch alfo das Moment des Paares, oder die Größe fei- 
ned Strebens zur Drehung ausgedrückt wird (vergl. $. 63). 

Der hier erwähnte befonvere Fall tritt jedesmal ein, fo 
oft fich bei einem Syftem von parallelen Kräften die alges 
braifche Summe ihrer SIntenfitäten gleich Null ergiebt, ohne 
Daß auch zugleich die algebraifche Summe ihrer Momente Null 
if. Es kann ſich aber auch ereignen, daß die erfte Summe 
einen beflimmten Werth M hat, während die letzte gleich 
Null ifl, fo daß man alfo hat 
8) ZA—->3SP=M, un >3Aa'- ISPp" = 0. 
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In dieſem Falle findet Fein Beftreben zur Drehung um ben 
angenommenen Momentenpunft Statt; dagegen erleidet der⸗ 
felbe einen Druf =M, was mit andern Worten nichts wei⸗ 
ter befagt, als daß der Momentenpunkt zufälliger Weiſe in 
der Richtung der Mitielfraft Liegt. 


8. 70. 


Bedingungen des Gleichgewichts zwifchen den 
parallelen Kräften Wirken bie Kräfte alle in bemfel- 
ben Sinne auf fortgehende Bewegung ihrer Angriffspunfte, 
fo Tann offenbar von einem Gleichgewicht zwifchen ihnen 
nicht die Rebe fein. Wir ſetzen daher ein Syſtem von Kräf- 
ten voraus, die nach entgegengeſetzten, wenn gleich paralle 
Ien Richtungen wirken, und behalten dafür die in $. 66 an⸗ 
genomntene Bezeichnung unverändert bei. 

1) Sol nun ein foldes Syſtem im Gleichgewichte 
fein, jo muß daſſelbe Gleichgewicht auch zwifchen den beiden 
partiellen Mittelfräften V und W ftattfinden, auf die es 
fih nad) 8. 66 zurüdführen läßt, und diefe beiden Kräfte 
koͤnnen wieder nicht anders im Gleichgewichte fein, als daß 
ihre Intenfitäten einander gleich, ihre Richtungen aber auf 
derfelben geraden Linie entgegengefept find. Mit andern 
Worten: Das Gleichgewicht erfordert, daß fich fämmtliche 
parallelen Kräfte auf ein Kräftepaar reduciren laſſen, deſſen 
Intervall gleich Null if. 

Demnach hat man nur nöthig, in den Gleichungen (1) 
und (2) des vorigen Paragraphen das Intervall u gleich 
Null zu ſetzen, woburd man folgende zwei Bebingungsglei- 
chungen erhält: 

ZA -—2P = A+B+-—- P—-OQO u. =0, 
ZAa’— IPp"= Aa'+ Bb’+ -— Pp"— Og’— = 0, 
Denkt man fich die den verfchiedenen Kräften entfprechenden 
pofitiven und negativen Glieder, „welche in dieſen Gleichun- 
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gen getrennt fiehen, jedesmal in eine einzige algebraifche 
Summe vereinigt, fo Tann man bie verfichenden Beringunge- 
gleichungen auf folgende Weiſe kürzer darſtellen: 
ZA=0; ZAa0. 

D. h. Wenn parallele Kräfte in einer Ebene mit 
einander im Gleichgewichte ſind, dann iſt ſowohl 
die algebraiſche Summe ihrer Intenfitäten, als 
auch die ihrer flatifhen Momente jedesmal Null. 


Die erfte diefer Bedingungen drüdt aus, daß für Die 


Ebene, worin die Kräfte wirken, feine fortgehende Bewegung 
nach der Richtung der letztern möglich: iſt. Die zweite giebt 
dagegen zu erkennen, daß Feine Drehung um eine Achſe ent- 
ftehen kann, die in irgend einem Punkte auf der Ebene ver 
Kräfte ſenkrecht ſteht. 

2) Wenn umgekehrt für ein Syſtem von varallelen 
Kräften in einer Ebene die obigen ‚Gleichungen gegeben 
find, fo ift aud das Syſtem allemal im Gleichgewicht. 

Denn es iſt dann weder ein Beftreben zur fortgehenven 
noch zur drehenden Bewegung vorhanden, und darin beſteht 
das Bleichgewicht. Außerdem aber läßt fih das Vorhan⸗ 
denfein deſſelben auch dadurch Leicht nachweifen, daß man 
zeigt, daß jede Kraft des Syſtems die entgegengefeite Mit 
telfraft aller übrigen ifl. Denkt man fich nemlich eine der ges 
gebenen Kräfte, 3. B. A, abgefondert, und. dann von allen 
übrigen die Mittelfraft N beftimmt, deren Hebeldarm == n” 
fein mag, fo bat man dem Vorhergehenden gemäß 

N = 3B; No’ = 2XBb“. 
Nach der Borausfegung. it aber A-SB=0 un 
Aa’ + IBb“ = 0; mithin 
A -—_.5B; Aa’ = — IBb“. . 
Die Bergleichung diefer Ausbräde mit den. vorigen lie 
fert vemnädht A = — N und a” = n”. Nach dem erften 
Ergebniß ift alfo die Kraft A der Mittelfraft aller übrigen 


m. 
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Kräfte ‚gleich und enigehengefebt, nad Dem zweiten fintiet 

diefer Gegenſatz der Richtungen beider Kräfte auf einer und 

derfelben geraden ‚Linie Statt; folglich heben fidy die beiden 

Kräfte mit einander auf, und bad Syftem ift alfo im Gieich⸗ 

gewichte. 
er g. ‘tr. " 

Aufgaben zur Anwendung ber in diefem Ab- 
fhnitte gefundenen Geſetze. 

1) Es wirfen n Kräfte nach einerlei parallelen Rich— 
tungen und in gleichen Abftänden a von einander, in einer 
feften Ebene. Die Intenfitäten der Kräfte bilden eine arith- 
metifche Progreffion, deren erftes Glied = A, und beftän- 
dige Differenz =D ifl. Man fol Intenfität und Angriff 
punft der Mittelfraft M beftimmen. 

Denkt man fich alle parallelen Kräfte durch eine belie— 
bige Linie rechtwinklig geſchnitten, und beſtimmt die Lage der 
Durchſchnittspunkte auf dieſer Linie durch ihre Entfernungen 
von einem, zur Seite der erſten Kraft fixirten Punkte, der 
von dieſer den Abſtand a hat, fo find die normalen Abftände 
der Kräfte von demfelben, nach der Reihe, gleich a, 2a, 
3a,... na, und dieſe Rängen werden die Hebeldarme der 
Kräfte, AAA-+-D, A-+2D,... A--(n—1)D darftellen, 
fofern: man jenen angenommenen Punkt als Momentenpunft 
betrachtet. Iſt nun m der Hebelsarm der Mittelfraft, oder 
ihr normaler Abftand von dem Momentenpunfte, fo hat man 
nach 8. 67 folgende zwei Gleichungen: 


-M =A +A+D +A+2D +-+A-+(n-DD;- 


Mm= Aa-+(A+D)2a+(A+2D)3a++--+-[ A+-(n—D)D]na. 
Die etſte Sean giebt nach einer befannten Formel 
= BA+o-DDE- 


Die weite —* verwandelt ſich durch Auflöfung der 
Klammern in folgende: 
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Mm = As(1+2-+-3-+---+n) +Da[l-2+2-3+-3-4+--- 


+(n—Dn]. 
Die Summe der Reihe in der erften Klammer ift bekanntlich 
= infn-+1). Die Reihe in ber zweiten Klammer ift eine 
arithmetifche der zweiten Ordnung, und ihre Summe findet fich 
nad) Anh. II. N. 6 = 2 (on +D, = 4. (n+D)(n—1)n. Sept 
man bies in die vorige Momentengleichung, fo kommt: 
Mn = an(n+1)a[A+3(n— DD]. 
Diefe Gleichung durd die vorige dividirt, giebt - 
n+1 3A +2(n—DD 
3 "ZA+G—DD' 

2) Mit Beibehaltung der übrigen Bezeichnungen werbe 
bie Aufgabe dahin abgeändert, daß die Intenfitäten der ge⸗ 
gebenen Kraͤfte eine geometriſche Progreſſton bilden, deren 
erſtes Glied = A und Erponent = E if. Alsdann hat 
man zur Beſtimmung von M und m bie Gleichungen: 

= Ar AEbE+ AE'+ AE+-..-+- ABM; 
Mn m =aA--r2aAE +3aAE?+4aAE°+ - -+-naAE 
Summirt man die geometrifche Reihe der erften Gleichung, 
und nimmt in ber zweiten den gemeinfchaftlichen Factor Aa 
heraus, ſo entſteht: AGCN. 
— E—1 ’ 

Mm = Aa(1+2E-+-3E?-+4E°’-+ --- +nEr!), 

Die in der Klammer ftehende Reihe laͤßt fich leicht auf 
eine geometrijche zurüdführen, wenn man fie mit E multi 
plieirt und das entſtehende Reſultat von der genannten Reihe 
ſelbſt fubtrahirt. Es fei nemlich: 

S = 1+-2E+3E’+4E’+--+nE1, 
alſo SE = E-+2E’+-3E°’+ + (o—l)E"!+nE®; 
folglich, wenn man beide Gleichungen fubtrahirt, 

S(I-E) =1+E+E+E’+..+-E"!1— of 

_E—1 . 
= 5-7 — nE", 








2 
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Hieraus .ergiebt fi nun 
S »Er(E-1) —-(E’—1), 
(E-1)? 
und wenn dies in ber Entwidelung von Mm fubftituirt 
wird, fo vn _ „ED - e—_) 
(E— 1)? j 
Dividirt man diefe Gleichung durch den obigen Werth von 
M, fo erhält man endlich: 
nE(E—-D—-(E—-D 
—E-D(E'—-D 

3) Die Bedingungen der Aufgabe feien noch Diefelben 
wie vorhin, nur. mit der Abänderung, daß die Intenſitaͤten 
der. gegebenen Kräfte fi) wie ihre Abftände von dem Mo: 
mentenpunfte verhalten. - 

Unter diefer Borausfegung Fönnen die Intenfitäten durch 
die Ausdrũcke A, 2A, 3A,...nA dargeſtellt werben, während 
die zugehörigen Hebelsarme, wie vorhin angengrumen, gleich 
a, 2a, 3a,...na find. Demgemäß hat man. folgende Gleis 
dungen: 

MaAH 2 + 3A ++ nA; 

Mm = aA+23-2A + 38-3A + -+-ma-nA; 
oder, wenn man auf ber rechten Seite die gemeinſchaftlichen 
Factoren herausnimmt, und dann ſummirt, 

M = Al+2+3+"+n) = A- Zn; 
Mm = As(1+-2°-+ 3’+--+n?) = Aa · Inꝰ. 
Nach Anh. I Nr. 7 if aber. Zn In( 41); Zr = 
Inn +1) 2@n +). Wenn dies fubftituirt wird, fo entſteht 
M = !s(on+]J)-A; | 
Mm = !n(n-+1)(2n-+1): Aa. 
Beide Gleichungen “ einander dividirt, liefern demnächft 
Di = +(2n-+-1)a, 
fo daß alfo der Afen m unabhängig von ber Intenfität 
A iR 


8 
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Zuſatz. Die lebte Kormel redueirt fi, wenn man a. 


‚in die Klammer nimmt, und na = 1 fegt, auf folgende: 
m = :(2l+a). 
Nimmt man nun die gegebenen Kräfte an als ftetig vertheilt 


über die ganze Linie 1, dann find ihre Abftände a unendlich 


flein, und demgemäß ergiebt fich 

m=jl. 
Der Mittelpuntt aller Kräfte liegt daher in dieſem befondem 
Falle auf 3 der Linie I von ihrem Anfangspunfte entfernt. 

Dies findet Anwendung beim Dreieck, wenn man 1 als 
bie Höhe deſſelben, und die mit der Grundlinie parallel ge- 
zogenen Geraden als parallele Kräfte betrachtet, welche über 
die Fläche des Drieds ftetig vertheilt find. Der Mittelpunft 
aller diefer Kräfte”) liegt dann auf 3 der Höhe des Drei⸗ 
eds von feiner Spibe entfernt. 

4) Berhalten ſich die Kräfte wie die Quadrate hrer 
Abſtaͤnde von dem Momentenpunkte, ſo daß ihre Intenſitaͤ⸗ 
ten fich durch A, 2?A, 3’A,...n?A darſtellen laſſen, dann 
erhält man mit Beibehaltung der übrigen Bedingungen 

M=AHBAHBSTA Hrn A = A203; 
Mm = aA-+-2aA + 3’aA + HnaA = aA- In? 
Darin ift, auf diefelbe Weife wie bei der vorigen Aufgabe, 
zn = In(in - ) (21 +d; Fo’ = In’(n+D?; und 

wenn dies fubftituirt wird, fo koͤmmt 
M = 3;An(n-+1)(2n+]); 
Mm = !Aau’(n+D)”. ' 
Durch Diviſion diefer Yusprüde ergtebt fich nunmehr 
s. n(n-+1) 
ma. 

Zuſatz. Sept man in biefer Formel ebenfalld na =1 

und dividirt Dann noch Zähler und Nenner mit n, fo kommt: 


*) Weiterhin ber Schwerpunft bes Dreiecks genannt, ih 


ee — ç —— Tg En! 
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1+41 
n 
2,1 
Wenn nun die Kräfte, mit Beibehaltung des feſtgeſetzten 
Derhältniffes zwifchen ihren Intenfitäten, eben fo wie vor- 
bin über die ganze Linie l ftetig vertheilt angenommen wer- 
den, dann ift ihre Anzahl n= oo, und der obige Ausdrud 
rebueirt ſich auf 


m = 3]l- 





m= il. 

Bei einer Pyramide verhalten fi alle parallelen Durch⸗ 
fehnitte wie. die Quadrate ihrer Abftände von der Spitze. 
Betrachtet man alfo diefe Durchfchnitte als parallele Kräfte 
mit unendlich Heinen Intervallen, und die Linie 1 als die Höhe 
der Pyramide, fo liegt der Mittelpunkt aller diefer Kräfte 
(ver Schwerpunft der Pyramide) auf 3 ihrer Höhe von der 
Spike entfernt. 

6. 72. 
Bernere Aufgaben zur praftifchen Anwendung. 

1) Ein gewichtlofer, fefter Stab AB (dig. 39 fei in 
horizontaler Lage an beiden Enden unterflügt, und in den 
Punkten C, D, E feien die gegebenen Gewichte P, @ und 
R aufgehängt. Wenn nun Die ganze Länge AB = 1 ift, 
und außerdem die Abftände AC= a, AD=b, AE = ec 
gegeben find, fo follen die Preffungen V und W auf bie 
Unterftügungspuntte beftimmt werben. 

Man denke fihb an den Endpunften der Stange bie 
den gefuchten Preſſungen gleichen und entgegengefetten Kräfte 
V und W angebradt, fo kann man die Unterftügungen 
wegnehmen, und man hat dann ein’ Shftem von parallelen 
Kräften, welches im Gfeichgewichte if. Darauf finden nach 
8. 70 folgende zwei Bebingungsgleichungen Anwendung: 

vV+-Ww-P-Oo-R=d, 
0.V+-1W-ap-bQ—cR = 0; 
8 * 
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fobald man nemlich den einen Unterftügungspunft A als 
Momentenpunft annimmt. 
Die zweite Gleichung liefert fofort 
W= rl + eR. 


und wenn man aus der erſten Gleichung V entwidelt, und 
darin für W biefen Werth einfest, fo kommt 
Vo [LIE rl-WorüzeR, 


Anmerkung. Da für parallele Rräite in einer Ebene jedesmal 
nur zwei Beringungögleihungen ded Gleichgewichts ftattfin« 
den, fo koͤnnen mittelft verfelben auch nur zwei unbefannte 
Größen, bier 3. B. die beiden Größen V und W, beflimmt 
werden. Wäre alfo der fefte Stab in dreien oder mehreren 
Punkten unterftüßt, und man follte die Preffungen auf bie 
Unterftügungen beftimmen, fo würde dies eine unbeflimmte 
Aufgabe fein, zu deren Löſung die biöherigen Lehren ber 
Statif nicht ausreichen. Dies ift die berühmte Aufgabe von 
der DVertheilung des Druds auf mehr als zwei Unterftühun- 
gen, welche die Mathematiker, unter Andern Euler, ſchon 

ſeit vielen Jahren befihäftigt hat, ohne jedoch ihre vollftän- 

dige Löſung in der Form, wie fie ſich bier darbietet, erhal- 
ten zu haben. Wir werden bei einer fpätern Gelegenheit 
wieder darauf zurüdfommen. 


2) Eine gerade Stange AB ig, 40) fügt fi ich mit 
ihrem unteren Ende A auf eine horizontale Ebene AC, mit 
welcher fie den Winkel & bildet, und mit ihrem oberen Ende 
B ift fie gegen die vertifale Wand BC gelehnt. Un diefer 
Etange wirft in D eine vertifale Kraft, etwa ein Gewicht 
P, deſſen Wirfungen auf bie Stüßpunfte beſtimmt werden 
ſollen. 

Man zerlege zuerſt die Kraft P in zwei parallele Sei⸗ 
tenkraͤfte P’ und P“, welche Durch die Endpunkte der Stange 
gehen. Diefelben ergeben fi) nach $. 58, 2), Wenn: man 


AB=a, AD=b, mithin BD= a—b ſetzt, durd Die 


Proportion: 
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P:P’;P" = a:a—b:b, 
woraus ſich P' = - = 2p findet. 


Bon diefen Kräften fann die eine P’ Feine andere Wirfung 
als nur einen jenfrechten Drud auf den Punkt A der hos 
rizontalen Ebene AC hervorbringen. Die andere P" zerlegt 
fich Dagegen in B nad) dem Gefeh des Parallelogramms der 
Kräfte in zwei Seitenkräfte Q und R, bezüglich nach ver 
auf BC normalen Richtung BQ und nach der Richtung BA 
der feften Stange. Es ergiebt ſich leicht 


Q = P".Cotga = 2 P-Cotge, 





und R = P'".Cosec« = > P.Coseca. 


Die erfte diefer Seitenfräfte giebt den Drud.Q, den das 
obere Ende der Stange gegen die vertifale Wand ausübt. 
Die zweite pflanzt ihre Wirfung in der fehrägen Richtung 
der feften Stange bis zu deren unteren Ende A fort, und 
zerlegt fich hier mittelft des Parallelogramms ASRT in die 
beiden Seitenfräfte p 
‚S=R-Cos«e = —P Cotga, 
T=R-Sine = IP. 
Die Kraft S ftellt den horizontalen Schub dar, den bie 
Stange in A nach der verlängerten Richtung CA ausübt, und 
diefer Schub ift dem normalen Druck Q des oberen Endes 
der Stange gegen die Wand BC gleich und entgegengefebt. 
Die Kraft, T vereinigt dagegen ihre Wirfung mit der von 
P', und beide geben zufammengenommen den normalen Drud 
U auf die wagerechte Ebene AC, oder 
VU=P'+T=P, 
welcher alfo dem ganzen Gewicht P gleich iſt. 
Die beiden: horizontalen Wirkungen Q und S in ben 
Endpunkten der Etange, welche fi) oben als gleich groß 
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ergeben haben, find der Cotaugente des Neigungswinkels pro- 
portional, und nehmen daher mit der Abnahme diefes Winfels 
bis ins Unendliche zu. Bei einer unveränderlichen Größe 
bes Neigungswinfels wachſen fie dagegen zugleich mit b, 


d. h. werm der Aufbängepunft des Gewichtes P höher hin- _ 


auf rüdt. Stellt man ſich demnach unter AB etwa eine 
Leiter vor, auf welcher bei D ein Menfh vom Gewicht P 
fteht, fo nimmt der horizontale Schub diefer Leiter, oder das 
Beftreben zum Ausgleiten auf dem horizontalen Boden, in 
demfelben Maaße zu, je höher der Menfch emporfteigt. 

3) Die vorige Aufgabe werde dahin abgeändert, daß 
die mit dem Gewicht P belaftete Stange AB (Fig. 41) fi 
mit ihren Enden auf zwei Ebenen AC, BC ftüge, die unter 
den Winfeln A und y gegen den Horizont geneigt find. Es 
wird dabei angenommen, daß die Durchfchnittslinie beider 
Ebenen horizontal, und auf der durch die Stange gelegten 
Bertifalebene fenfrecht fei. | 

Um diefe Aufgabe zu löfen, fange man wieder damit 
an, das Gewicht P in zwei parallele durch die Endpunfte 
der Stange gehende Seitenfräfte P’ und P” zu zerlegen, de- 
ren Intenfitäten auf diefelbe Weife wie vorhin 


p=°=°p, un P=P find. 


a 
Diefe beiden Kräfte zerlege man ferner jede in zwei Seiten- 
fräfte, von welchen die eine auf der zunächft liegenden fchie- 
fen Ebene fenfrecht fteht, die andere aber nach der Richtung 
der feften Stange wirft. Sind T und S die GSeitenfräfte 
von P', fo ergiebt fich zur Beftimmung derfelben aus dem 
Parallelogramm ATP'S die Proportion 
| P':;T:S = Sin ATP'; Sin AP'T : SinP’AT. 
Bezeichnet nun « den Reigungswinfel der Stange AB ge- 
gen die Ebene AC, fo tt ZTAS=M-+re, alſo ZLATP' = 
M—a. Auch ift, wie leicht erhellet, LPAT = 5; alfo 
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LAP'T = LPAS = }+roc—Aı Mit Ruͤcficht hierauf, 

und’ bei Anwendung ber befannten Formel Sin (0) = 

Cosg, verwandelt ih Die vorige Proportion in folgende: 
P':T:S = Cosa: Cos(@—P):Sinß, 

woraus man demnaͤchſt findet: 


P'- Cos(a—P) _ a—b_, Cos (a—P), 


T = —_-p. 


Cos« a Cosa ’ 
P'-Sin ß a—b_, Sin? 
Bm Cos "7 P Cosa 








Auf demfelben Wege ergeben ſich für die Seitenfräfte Q 
und R der andern Kraft P”, mittelft des Parallelogrammes 
BOP'R und der darin angeveuteten Winfelbezeichnung, bie 
Ausprüde 


„Cosy—8) _ b „Cosy—9), 
Q r Cos o „? Cos ) 
R — p". Sin BUY - h Sin Y 





Cod a" Cosö/ | 

Nach der Figur ift aber Ar der Außenwinfel bed Drei⸗ 
ecks ABC, daher A+y = a-+d; mithin —- a—Pß 
und d=P-+y— oa. Mit Rüdficht hierauf verwandeln fich 
die vorigen Ausdruͤcke in folgende: 

P bCos(@«—P) 


0 a Torre 
Ro r bSiny 


a Cos(d+rY-o)' 

Die beiden in der Richtung der Stange entgegengefeht 
wirkenden Kräfte R und S find einer Kraft gleich zu achten, 
die der Differenz beider gleich und nad) der Richtung: der grö⸗ 
Geren von Ihnen wirkfam iſt. Wirb-nun RS vorausgefebt, 
fo findet im Punfte A nach der Verlängerung von BA ber 
Drud Um B—S gegen die fchiefe Ebene AC ſtatt. Ders 
felbe geftaltet fih, wenn man für R und S bie obigen 
Werthe einſetzt, wie folgt: j 
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pP Siny Sind\ _, Sinf 

Us rl (sr + Cosu a Cos 
Dieſer ſchraͤge Druck zerlegt ſich wieder nach der Richtung 

der Ebene AC und normal darauf in die Seitenfräfte 


_ _P _Cose Siny J 
V-UCoe-, [Bd 4, + Snß)-aSing]; 


. P_. Sin Sin #\ _Sin 
W=USin« = Sina] b Cost) * tr —_a af I 
Die erfle von diefen Formeln läßt fich leicht durch Bereini- 
gung der trigonometrifchen Ausdrüde, welche b zum gemein- 
fhaftlichen Factor haben, auf folgende redueiren: 

z „cos (@—P)Sin (+ ) a: , 
U re enden 2180); 
und Diefe giebt ben Schub der Stange nach der Richtung 
der geneigten Ebene AC, entweder aufwärts oder abwärts, 
je nachdem die Formel einen pofitiven oder negativen Werth 
liefert. — Die zweite. der vorigen Formeln muß dagegen mit 
der. von T zufammen genommen werben, um den normalen 
Drud N zu geben, den. Das untere Ende ber Stange auf 
jene Ebene ausübt. Dadurch erhält man 


_ vr_ SineSiny 
N=1+W=— [bp a co 9) + aCos e]; 








ober, wenn bie beiden. mit b multiplieirten Ausbrüde in ber 


Klammer nuſanmengefaßt werden, 
— Cos(@e—P)Cos(P-+y) 

am) N — (aCos ß-b Hr)" 

4) Bei der vorigen Aufgabe mußte am andern Ende 
A der mit dem Gewicht P befchwerten Stange, dem Schube 
längs der Ebene AC entgegengefebt, eine Kraft V anges 
bracht werden, um bie Stange im Gleichgewicht zu erhalten. 
Soll aber die Lage derfelben fo beftimmt werden, baß fie 
auf den beiden fehiefen Ebenen für ſich ſelbſt im, Gleichge⸗ 
wicht bleibt, fo muß man V = O fehen, und aus ber fo 
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erhaltenen Gleichung den Winkel. « beftimmen. Auf diefem 
Wege:ergiebt ſich zunächft‘ die Gleichung: 

b Cos(a—8)-Sin(?+7) = aSinß- Cos(d-+Y— e)} :' 

woraus man durch eine fehr einfache Rechnung, deren Ein- 
zelheiten Hier füglich übergangen werben fönnen, das 9 Reſul- 
tat Anbei: 
go = b- Cie str), 
Man kann aber auch die Frage aufſtellen, in welchem Punkte 
der Stange das Gewicht P aufgehaͤngt werden muß, damit 
dieſelbe in einer beftimmten, durch den Winkel a gegebenen 
Lage im Gleichgewichte bleibt. 

Zur Beantwortung diefer Frage entwidle man aus ber 
obigen, der Bedingung V = 0 entiprechenden Gleichung den 
Abſtand b, und man erhaͤlt ſofort 

„._Sinß: Cos(d-+Y—o) . 
a Cos(te—P): -Sin vn 


1. Bon paralielen Kräften in verfchlenenen Ebenen. 


8, 73. Ä 
Beftimmung der Mittelfraft von beliebig vie— 
len parallelen Kräften im Raume Man venfe fid 
ein feftes Syſtem von beliebig vielen materiellen a 
A',B',C'... im Raume, auf welche die Kräfte A,B,C.. 
nach ben parallelen Richtungen A’A, BB, C’C... ıc. Bin, 
42) wirten. Es werde zuerſt vorausgeſetzt, daß die Wir⸗ 
kung aller Kraͤfte in demſelben Sinne erfolge, und unter 
dieſer Vorausſetzung ſoll die Mittelkraft beſtimmt werden. 
Zu dem Ende denken wir uns die Lage der materiellen 
Punkte auf drei Coordinatenebenen bezogen, welche ſich paar⸗ 
weiſe in den Linien OX, OY und OZ unter rechten Win⸗ 
fein ſchneiden. Diefe Duchſchnittslinien felbft werben alsdann 
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die Eosrdinatenachfen fein. Der in der A2ften Figur ange- 
deuteten Bezeichnung gemäß follen a, a‘, a”; b, b‘, b"; c, 
ec’, c"; u. ſ. w. die Koordinaten der Punkte A’, B', C%,... ıc. 
vorftellen, und wenn wir noch die Bedingung hinzufügen, 
dag alle materiellen Punkte des Syſtems innerhalb ver un⸗ 
begrängten förperlichen Ede XYZO liegen, fo werben bie 
vorigen Goorbinaten alle einerlei Vorzeichen haben. Diefe 
legte Bedingung ift aber nicht nothmwenbig, fondern bient 
nur zur größeren Bequemlichkeit. 

Wir nehmen nun zuerſt von A und B die Mittelfraft 
P, verbinden biefe mit der dritten Kraft C zu einer neuen 
Mittelfraft Q; Iebtere in derfelben Art mit der vierten Kraft 
D verbunden giebt wieder eine neue Mittelfraft; und auf 
diefem Wege kann man welter fortfahren, bis zulest alle ge⸗ 
gebenen Kräfte zu einer einzigen Kraft zufammengefegt find, 
welche dann die geſuchte Nittelkraft des ganzen Syſtems 
ſein wird. 

Die Intenſitaͤt P der Mittelkraft von A und B ift ihrer 
Summe gleich, und ihre Richtung ift den beiden Seitenfräf- 
ten parallel. Der Angriffspunft P’ liegt auf der geraden 
Linie A'B’, welche die Angriffspunfte der parallelen Kräfte 
A und B verbindet, und p, p‘, p“ feien bie Boorbinaten 
dieſes Punktes. Nach 8. 59 hat man zur Beſtimmung des 
Punktes P’ die Bropartion: 

P:B= AB:A'P'. 
Iſt der fragliche Punft diefer Bedingung gemäß beſtimmt, 
jo bleibt feine Lage auf der Linie AB' ſtets dieſelbe, wie 
auch die Richtungen der Seitenfräfte A und B gegen biefe 
Linie befchaffen fein mögen; wofern fie nur mit einander 
parallel bleiben. 

Aus der obigen Proportion folgt vie Gleichung 
da) | P-A’P' = B-A'B. 

Run ſei A’B" die Projeftion der Linie A’B’ und P” bie 
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des Punktes P’ auf die Ebene XOV. Zieht man A’B, 
parallel mit A”B”, fo ift ZB/A’B, = ꝙ der Neigungdtwin- 
fel jener Linie gegen diefe Ebene, mithin auch gegen ihre 
Brojeftion auf letzterer. Man multiplicire die vorige Glei⸗ 
ung zuerft mit Sing, dann mit Cosp, fo entſteht nad) 
einander: 

P-AP'.Sing = B-A'B'-Siny, 

und P-A’'P'-Cosp = B-A'B'-Cosy. 

In der erflen von biefen Gleichungen ift aber 

AP'-Sog=P’P,=p"—a”; AB.-Sinpy=B'B, =b"—a", 

und mit Rüdficht hierauf verwandelt fie fich in folgende: 

p (p"— e) =B (b’— a"). 

"Daraus folgt Pp" = (P—B)a” +Bb", 

ober, weil nach dem Vorhergehenden P-B = A ift, 

(2) Pp“ = Aa” -+-Bb”. 

In der zweiten der obigen Gleichungen iſt nach der Figur 

AP'.Cosp= A'P, = A’P"; A'B'.Cosp = A'B, = A'B", 

und bemgemäß geftaltet fie ſich wie folgt: 

pP. A”P” 2* B. AB”. 

Man ziehe AB, parallel mit OX, febe den Winkel BA"B, 

gleich w, und multiplicire die lebte Gleichung nach einander 

mit Siny und Cosy. Dies giebt 
P-A"P".Siny = B-A"B*.Siny, 

und P-A'P".Cosy = B-A"B"-Cosw. 

Darin ift num, wie leicht aus ber Figur gu erfehen, 
A'P'.Sioy = p—a; A'B"Siny = b’-a; 
A'"P".Cooy=p-a; A'’B'Coyeb—a; 

und wenn biefe Werthe fubftituirt werden, fo ergiebt fich auf 

diefelbe Weiſe wie vorhin 

(3) Pp = Aa’+-Bb; 

(4) Pp = Aa +Bb. 

Die Gleichungen (2), (3) und (4). beftimmen nun mit Zu- 

jiehung der Formel P = A-+-B die Eoorbinaten p, p’ und 


x 
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p“ :des Mittelyunftes ber beiden Sträfte A‘ und B, deten 
—** auf das Syſtem durch die ihnen gleichgeltenbe 
Kraft P volftändig erfegt wird. 

Verbindet man nun ferner die fo eben gefundene par⸗ 
tielle Mittelkraft mit der dritten Kraft C, fo iſt Die Mittel⸗ 
fraft Q von Dielen beiden gleich ihrer Summe, und in Ab» 
ficht der Richtung ft fie mit ihnen parallel. Die Coordi— 
naten des Angriffspunftes ©’, welcher letztere auf der Ver⸗ 
bindungslinie der Punkte P' und C* liegt, follen’mit q, d, 
q“ bezeichnet werden; alddann hat man, in derſelben Art 
wie vorhin, die folgenden Gleichungen: 
0=P-+C=-A+B -+C, 

Qq = Pp +Ce = Aa #Bb +Ce, 
Qg’ = Pp’+Cc = Aa’-+ Bb’ + Ce‘, 
Qg’ = Pp"+ Ce"—= Aa”’+Bb’-+ Ce", 
wofern nemlich für die Ausdrücke P, Pp, Pp‘, Pp“ die ent- 
fprechenden Werthe -eingefegt werden. Die Kraft :Q, al 
Mittelfraft von P und C, ift nun zugleich vie Mittelfraft 
der drei Kräfte A, B, C; und die Lage ihres, durch Die 
Eoosdinaten q, q’, q“ beftimmten Angriffspunftes Q' ift von 
den Richtungen. bee parallelen Seitenfräfte ganz unabhängig. 

Setzt man nun diefe Operation fo lange fort, bis alle 
parallelen Seitenträfte zu einer einzigen Geſammt-Mittel⸗ 
fraft M vereinigt find, und bezeichnet ‚man: Die Coordinaten 
ihres Angrifföpunftes, rüdfichtlich der Drei Coordinatenebenen, 
mit m, m’, m“, fo findet man zuletzt: 

.M =A+B+-C+D+-ı«.=_!A; 
Mm = Aa+Bb +Ce +Dd +-- x. = XAa; 
Mm’ = Aa'+Bb’+ CC Dd + 1. = XAu; 
Mm"’= Aa'’+Bb"+ Ce’ +Dd”+r-.. x. = Z Aa” 
Hieraus ergeben fich,. indem man die drei legten Gleichun- 
- gen nach einander durch Die erfle bivivirt, die Koordinaten 
des Angriffspunftes der Mittelkraft wie folgt: 


(5) 


(6) 
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DD m ZA mi ZA, ur Ze 
ZA’ ZA’ * ZA 

Der durch diefe Coordinaten beftimmte Punkt ift rück⸗ 
fihtlich feiner Lage im Syſtem, wie aus ben vorigen Bes 
trachtungen hervorgeht, von der Lage der parallelen Kräfte 
gegen daffelbe ganz unabhängig Wan nennt ihn deshalb 
aus gleichen Gründen, wie. bei ‘den parallelen Kräften in 
einer Ebene (vergl. 8. 65) den Mittelpunft der paralles 
len Kräfte. Sind alle Kräfte einander gleih, iR z. B. 
jede von ihnen = A, und ihre Anzahl = n, fo gehen die 
obigen Ausdrücke (7) in folgende über: 

ar +cH-  , arb rc Hu a Hb"HcH.. 
(8) mB= 1 ——;m= — ;m = 
Der Abfland des fraglichen Mittelpunftes von jeder der drei 
Eoordinatenebenen 'ift alfo in dieſem befonderen Falle gleich 
dem arithmetifchen Mittel der Abftände aller einzelnen Punkte 
des Syſtems. 
$. 74. 

Wenn es nicht darauf anfommt, den Mittelpunkt ber 
parallelen Kräfte ſelbſt zu beflimmen, fondern wenn nur ein 
Punkt nashgewiefen werben ſoll, durch den die Richtungs- 
linie der Mittelfraft gehen muß, fo find zu dieſer Beftim- 
mung, ftatt Der im vorigen Paragraphen gefundenen vier 
Gleichungen, deren drei hinreichend. 

Da nemlidy Die Lage ber drei Coordinatenebenen XOY, 
‚, X0Z und YOZ (dig. 42) gegen das Syſtem von mate 
rielfen Punkten beliebig ift, jo kann man fie auch fo annch- 
men,. daß eine von ihnen auf den Richtungen der Kräfte 
fenfrecht fteht; oder, was daſſelbe ift, man kann vie Kräfte 
mit Beibehaltung ihres Parallelismus fo um ihre Angriffs 
puntte drehen, daß ſie zuletzt auf einer jener Ebenen fenf- 
recht ſtehen. Nimmt man nun hiefür bie ‚Ebene XOV 
(Big. 43) an, fo find die beiden andern, und alſo auch ihre 
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Durcfchnitislinie OZ, mit den Richtungslinien der Kräfte 
parallel. Alle Bunfte in diefen Richtungslinien haben da⸗ 
her einerlei a, b, c...ıc. fe wie auch einerlei a’, b', c...ıc., 
welche Größen zugleich die Coordinaten der Punkte A’, B', 
C...ıc. fein werben, in welchen bie Ebene XOY von den 
Richtungen der parallelen Kräfte getroffen wird, und zwar 
in Bezug auf die Achfen OX.und OY. Da es nun bloß 
auf die Beftimmung des Punktes anfommt, in welchem bie 
Mittelfraft die genannte Ebene fenfrecht trifft, und zu wels 
chem vie Coordinaten m und m’ gehören, fo Tann man bie 
vierte Gleichung des vorigen Paragraphen außer Acht Iafs 
fen, und man hat dann bloß die drei Gleichungen: 

M=-A+B+HC+-ı = 2A; 

Mn = Aa-+-Bb-+Cc+-ı. = Aa; 

Mm’= Aa’+Bb'+- Cc+-- 1. = ZAa. 


ZSAa . ZAa 
Hieraus folgt m = ZT A m = En ; und der durch 


diefe Ausdrücke beftimmte Punkt ift demnächft zu betrachten 
als die Projektion des Mittelpunftes der Sträfte auf Die 
Ebene XOY, auf welcher diefelben normal find. 

Man denke fich eine der beiden Achfen, 3. B. OY, als 
feft, und das Syſtem von Punkten fo mit derfelben verbun⸗ 
den, daß es ſich nur um dieſe Achfe drehen fann. Die Lis - 
nien a, b, c...ıc., welche zugleich anf der Achfe und auf 
den Richtungen der Kräfte fenfrecht ftehen, find dann offen- 
bar als die Hebelsarme, mithin die Produfte Aa, Bb, Cc... ar. 
als die ftatifchen Momente der Iehteren zu betrachten. Eben 
fo ftellen die Produfte Aa’, BbY, Ce’... ıc. die Momente der⸗ 
felben Kräfte in Bezug auf die andere Achſe OX vor, fo 
wie Mm und Mm’ die ftatifchen Momente der Mittelfraft 
aller Kräfte in Bezug auf beide Mchfen find. Mit Rüdficht 
hierauf laſſen fich alfo vie drei obigen Gleichungen folgen. 
dermaßen in Worten ausfprechen: 
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Von beliebig vielen parallelen Kräften, die in einerlei 

Sinn auf ein feftes Syftem von Punkten im Raume wirken, if 
») die Mittelfraft gleich der Summe aller Kräfte 
und mit benfelben parallel; 
2) das Moment der Mittelfraft in Bezug auf zwei 
gegen einander normale Achfen, welche in einer 
die Richtungen der parallelen Kräfte rehtwinflig 
fhneidenden Ebene beliebig angenommen werden 
fönnen, gleich der. Summe der Momente äller Sei- 
tenfräfte in Bezug auf diefelben Achfen. 

Die ftatifche Bedeutung dieſer beiden Geſetze befteht aber 
darin, daß die Mittelfraft fowohl in Bezug auf fortgehende, 
als auch in Bezug auf drehenne Bewegung des Syſtems 
daſſelbe Beftreben hat, wie alle parallelen Kräfte zufammen- 
genommen. 

6. 75. 
Beftimmung der Mittelkraft, wenn die paral— 


lelen Kräfte nicht in demſſelben Sinne wirken. In 


dieſem Falle reduciren ſich die Kräfte, wie in 8. 66, auf 
zwei partielle Mittelfräfte V und W, die in parallelen Li⸗ 
wien nach entgegengefegten Richtungen wirken, und deren 
Mittelfraft demnächſt, fofern fie überhaupt einer ſolchen fäs 
big find, die gefuchte Miüttellraft des ganzen Syſtems if. 
Es feien V’ und W’ (&ig. 44) die Angriffspunfte jener bei- 
den Kräfte und v, v’, v“; w, w', w” die Eoordinaten derſelben. 
M fei die Imtenfität ihrer Mittelfraft, und m, m‘, m” feien 
die Coordinaten ihres Angriffspunftes M’, welcher auf der 
Verlängerung von VW’ auf der Seite der größeren Kraft 
V liegt._ Nimmt man ihn zum Momentenpuntt, fo hat man 
nach 8. 62 die beiden Gleichungen: 
(1) M=V-W; 
(2) = VMV-W: MW‘; 
da nemlich das Moment von M glei Null if. Es fei ꝙ 
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der Winkel, den Die Linie M/W’ mit ihrer Projeftion MW” 
auf die. Ebene XOY bildet, und % fei der Neigungswinkel 
ver Ichteren gegen Die Achfe OX. Multiplieirt man . Die 
Bleihung (2) zuerft mit Sing und dann mit Cosg,. fo 
erhäft man ‚nach einander 

| 0 = V-M'V'-Sing — W-M'W'.Sing; 
alfo V(v-m) = W(w"—m”); 
ober (V-W)m’ = Vv"—Ww”, 
Rah CD ift aber V-W = M, und wenn dies eingefeßt 
wird, entfteht: 
(3) Mm” = Vv"—-Ww”. 
gerner iſt O=V-MV'.Cosp—W-M'W'.Cosy 

= V-M"V"_W. M"w"; 

und wenn biefe legte Gleichung nach einander mit Sin 
und Cosw multiplicirt wird, fo 'ergiebt ſich in gleicher Weife 
wie vorhin: Mn‘ = Vv’—-Ww‘, 
(4) Mm = Vv—Ww. 

Sn den vorhergehenden Sleichungen ift nun V die Mit- 
telfraft aller parallelen Kräfte, welche in dem einen, und W 
die aller Kräfte, welche in dem entgegengefebten Sinne wir- 
fen. Bezeichnet man erftere mit A, B, C...ıc., lebtere mit 
P,Q,R...ıe., und die Coordinaten ihrer Angriffspunfte 
durch die "entfprecpenben Buchſtaben des kleinen Alphabets, 
fo bat man. nad 8. 73. | 

VeZA; Vr=2Aa; Vi=:Aa; Vvl= 2Aa”; 
w=2ZPpP; Ww=2IPp; Ww=3Pp; Ww"=3Pp". 
Diefe Ausprüde in CH, (3) und (4) eingeſetzt, liefern dem- 
nächft folgende vier Gleichungen zwiſchen den parallelen 


‚ Kräften und deren Mittelfraft: Ä ; 
M= ZA— >P,. 

(5) = ZAn — 2Pp, J 

Mo'= 2Aa'— EPp‘, J 


jr ‚Mun’= ZAa"—.2Pp". 


— 
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Diefelben find, wie aus der ganzen Herleitung un littelbar 
hervorgeht, von der Lage der parallelen Kräfte gegen bie 
Eoordinatenebenen durchaus unabhängig; woraus folgt, daß 
auch der durch die Coordinaten m, m’, m” beftimmte Bunft 
für alle Lagen der Kräfte ſtets derfelbe bleibt. Demnach 
giebt es alfo für die parallelen Kräfte, auch wenn fie nicht 
in demfelben Sinne wirken, vorausgefegt, daß fie ſich nicht 
auf ein Kräftepaar rebuciren lafien, einen gemeinfchaftlichen 
Mittelpunkt, deffen Eoordinaten man findet, indem man die 
drei lebten der obigen ©leichungen durch die erfte dividirt. 


$.. 76. 


Werden die drei Coorbinatenebenen fo angenommen, daß 
eine von ihnen, 3. B. die Ebene XOV, auf den Richtungen der 
parallelen Kräfte fenfrecht fteht, während die beiden anderen 
mit benfelben parallel find, dann fleht auch diefelbe Ebene 
XOY auf den partiellen Mittelfräften V und W fenfrecht, So- 
fern e8 nun bloß darauf ankommt, den Punkt M’ zu beftim- 
men, in welchem die Gefammtmittelfraft M jene Ebene fchnei- 
bet, fo kann man die letzte von den Gleichungen (5) des 
vorigen Paragraphen außer Acht laffen. Die drei anderen, 


nemlich 
M= 3A— SP, 


Mm = XAa — 2ZPp, 

Mm'’= ZAa’— SPp‘, 

dienen dann zur Beftimmung der Mittelfraft und der Stel 
lung ihrer Richtungslinie gegen die parallelen Seitenfräfte. 
Zugleich drücken dieſe Gleichungen daſſelbe Beftreben zur 
fortgehenden und drehenden Bewegung aus, welches in 8. 74 
näher angegeben worden ift. 

Ergiebt ſich hiebei M = 0, ohne daß auch die Aus— 
brüde von Mm und Mm’ Null wären, fo hat man ein 
Kräftepaar V = W, weldes in den Bunften V’ und W’ 

I, 9 


() 
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(Fig. 45) auf der Ebene XOY fenfredht ſtehend gedacht 
werde. Es fei U die Intenfität, und u = V’W’ das In⸗ 
tervall dieſes Paares, während v, v’ und w, w’ die Coor⸗ 
dinaten der Punkte V’ und W’ fein mögen. Dann hat man 
(2) u = Yr-wW’ +- WW), 

und der Ausdruck für das Moment des Paares ift 

(3) Uu Ur -w?+W—w). 

Nach dem vorigen Paragraphen ergiebt fich aber 


va — vu Ar, 


Subftituirt man diefe Werthe, und berüdfichtigt zugleich, daß 
v=-W=T iſt, fo erhält man 


4) = AyCEAa—EPp EAN ER; 


5) Uu= VeEAs—EPp) +(FAa—EPp). 

Diefer Ausdruck ftelt die Wirkung des Paares in Bezug 
auf Drehung um eine Achfe dar, welche auf der Ebene des 
Paares fenfrecht fteht. Denkt man fih alfo in der Ebene 
XOV eine beliebige auf V’'W' normale Linie gezogen, fo ift 
Diefe mit jener Achfe parallel, und kann felbft als folche an⸗ 
genommen werden. 


Findet fich bei der Anwendung ber Gleichungen (1) 
auf einen befondern Fall, daß außer M== 0 auch noch einer 
der Ausvrüde von Mm oder Mm’ Null wird, fo ift das 
ebenfalls ein Zeichen von dem Dafein eines Kräftepaaree, 
welches in dem einen Falle mit OY, in dem andern aber 
mit OX parallel ift, wie fich leicht aus dem Obigen ergiebt, 
AS Drehachfe kann dann bezüglich OX oder OY angenom- 
men werden. 


—— ————— — U U on — 4 
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Bedingungen des Gleichgewichts. Set man das 
in $. 75 betrachtete Syſtem von Kräften als im Gleichge⸗ 
wichte voraus, fo müffen die partielen Mittelfräfte V, W, 
auf. welche daſſelbe zurüdgeführt werben fann, der Inten⸗ 
fität nach einander gleih, der Richtung nach aber gerade 
entgegengefeßt fein. Beide Bedingungen werben aber durch 
ein Kräftepaar V=W = U erfüllt, deſſen Intervall u=0 
iſt. In Folge der erften Bedingung hat man VW =0, oder 
(1) zaA—-2Py = 0. 

Die zweite Bedingung giebt nach Gleichung (4) des vor. $. 

(ZAa — ZPp)? + (Z Aa’ — ZPp')? = 0; 

und damit dieſer Gleichung Genuͤge gefchehe, muß fein 
ZAa —2Pp = (0; 

2) ZAa— XPp = 0. 

Wenn alfo ein Syſtem von parallelen Kräften im Raume 

fid) im Gleichgewichte befindet, dann iſt fowohl die al— 

gebraifhe Summe aller Kräfte, als auch die alge- 

braifhde Summe ihrer flatifchen Momente in Be- 

zug auf zwei gegen einander und gegen bie Kräfte 

rechtwinftig geneigte Achfen jedesmal gleich Null. 

Binden umgefehrt die obigen drei Gleichungen Statt, 
dann find auch die Kräfte jedesmal mit einander im &leich- 
gewichte. Dies laͤßt fich Teicht auf dieſelbe Weife wie in 
8. 70, 2) darthun, was dem Xefer überlaffen bleibe. 


$. 78. 
Aufgaben zur Anwendung vorftehender Geſetze. 


1) Es ſind drei zu einem feſten Syſteme mit einander 
verbundene Punkte A’, B, C’ gegeben, an welchen eben fo 
viele gleiche Kräfte A, B, C nad parallelen Richtungen 
wirten. Man fol den Mittelpunkt diefer Kräfte beftimmen. 

WIN man den fraglichen Mittelpunft Durch Rechnung 

9 * 
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finden, fo fann dies am Teichteften durch Beftimmung feiner 
Abftände von drei auf einander normalen Coordinatenebenen 


gefhehen. Nach 8. 73 (8) ergiebt fich nemlich der Abftand 


jenes Punktes von jeder biefer Ebenen gleich dem dritten 
Theil von der Summe der Abftände der gegebenen Punkte 
von berfelben Ebene. 

Durch Gonftruction findet man den fraglichen Punkt, 
‚ wenn man zuerft von zwei Kräften A, B die Mittelfraft P 
nimmt, und biefe dann mit ber dritten Kraft C zu einer 
neuen Mittelfraft Q verbindet, deren Angriffspunft ſodann 
ber gefuchte Mittelpunkt if. Man bezeichne die Intenfität 
einer jeden ber gleichen Kräfte mit K, und nehme an, daß 
fie alle drei in demfelben Sinne wirken. Die Mittelfraft 
ber beiden Kräfte A und B ift nach $. 57 gleich ihrer 
Summe, alſo P=2K, und deren Angriffspunft P’ Itegt auf 
ber Mitte von A’B’ (dig. 46). Verbindet man dieſen Punkt 
mit C’ durch die Gerade P'C’, und nimmt darauf den Bunft 
° fo, daß ſich verhält 

P'Q':CQ' = C:P = 1:2, 

p iſt Q der Mittelpunkt der beiden Kräfte P, C, mithin auch 
ber von A,B und C, deren Mittelkraft O= ABACG BK 
iſt. Der Punkt Q Tiegt demnach innerhalb des Dreieckes 
ABC auf einem Drittel der Linie PC, welche die Mitte 
einer Seite mit der gegenüber liegenden Spige verbindet. 

Wirfen A und B in demfelben, C aber im entgegenger 
jesten Sinne, und hat man von den beiden erften Kräften 
bie Mittelfraft P = 2K gefunden, fo muß man auf der 
‚Derlängerung von CP’ das Stüf P’g’ = P’C’ nehmen, 
sm in q’ den gefuchten Mittelpunkt aller drei Kräfte zu er- 
halten. Diefer Punkt Tiegt alfo jept außerhalb des Dreieds 
A'B'C', und die darin wirkende Mittelfraft ftq=-P—C=K. 

2) Es fol nun dieſelbe Aufgabe für vier gleiche Kräfte 
A, B, C und D.gelöft werben, deren jede die Intenſitaͤt 





U. Parallele Kräfte in verföfbenen Ebenen. 133 


= K .hat.. Die der, Lage nach gegebenen Angriffspunkte 
A’, Bi, C und: D (Fig. 4%):.bilden die Eckpunkte einer 
preifantigen. Pyramide von unveraͤnderlicher Form. 

Man nehme an, daß alle vier Kraͤfte in demſelben 
Sinne wirken, dann iſt der Abſtand ihres Mittelpunktes von 
irgend einer Ebene gleich dem vierten Theil von der Summe 
der Abftaͤnde aller vier Punkte von derſelben Ebene. 

Um aber den. fraglichen Mittelpunkt durch Eonftruction 
zu finden, ſetze man erſt drei der gegebenen Kraͤfte etwa A, 
B und C, zu einer gleichgeltenden Mittelkraft zufammen, 
Die Intenſitaͤt Q derſelben ergiebt ſich gleih A-BC, 
ad Q= 3K, und ihren Angriffspunft Q' erhält man nach 
der vorigen Aufgabe, wenn man im Dreied A’B’C’ die Mitte 
einer Seite B’C’ mit der gegenüberliegenden Spipe A’ durch 
die Linie P’A’ verbindet, und darauf P’Q’ = IP’A’ nimmt, 
Es fei nun R die Mittelfraft von Q und D, pitR= 
QO+D = 4K. Den Angriffspunft R’ findet man auf der 
Berbindungslinie Q’D' mittelft der Proportion 

O0P':0D'’=D:R= 1:4 
Der Punkt R’ ift nunmehr der gefuchte Mittelpunkt aller 
vier Kräfte, und er wird alfo gefunden, wenn man O'R' = 
LQ'D’ madıt. | | 

Auch ergiebt fich leicht, daß der fragliche Punkt in ber 
Mitte der Linie NO liegt, welche die Mitten zweier gegen- 
überftehender Kanten AB, C’D’ der dreifantigen Pyra⸗ 
mide verbindet. Denn es ift N der Mittelpunft der beiden 
gleichen Kräfte A, B; und O ift eben fo der Mittelpunkt von 
C und D. Demnach find N und O die Angriffspunfte 
zweier gleicher Kräfte = 2K, und der Mittelpunft derfelben 
liegt alfo in der Mitte R’ der. Berbindungslinie NO. 

Wenn eine der vier Kräfte, 3.8. die Kraft D, im ent⸗ 
gegengefegten Sinne der übrigen wirkt, dann liegt der Mits 
telpunft aller Kräfte außerhalb der Pyramide auf’ ber Ver⸗ 
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längerung von D’Q’. Wirken aber zwei Kräfte C und D 
in Bezug auf die beiden andern A und B entgegengefebt, fo 
erhält man ein Kräftepaar mit den Angriffspunften N, O; 
amd in diefem Falle ift alfo Fein Mittelpunkt vorhanden. 


3) Eine gewichtlofe fefte Ebene iſt in wagerechter Lage 
an drei nicht in gerader Linie liegenden Punften A, B, C 
(Fig. 48) unterftügt, und in einem vierten Punkte D, ver 
innerhalb des von. jenen gebildeten Dreiecks Tiegt, durch ein 
aufgehängtes Gewicht P belaftet. Man fol die Prefjungen 
auf die Unterſtützungspunkte beftimmen. 

Denkt man fich anftatt der Unterftügungen die den Pref- 
fungen gleichen und entgegengefesten Kräfte U, V, W ange- 
bracht, jo hat man ein Syftem von vier parallelen Kräften, 
welches fich im Gleichgewicht befindet. Dafür ergeben fich 
nah $. 77 drei Bebingungsgleihungen, aus welchen alfo 
die drei unbefannten Preffungen gefunden werben Fönnen. 
In Folge diefer Gleichungen hat man zuwörderft 

U+V+W=P; 

und außerdem muß noch für jede in der feften Ebene ABC 
anzımehmende Momentenachfe die algebraifche Summe ver 
ftatifchen Momente aller Kräfte gleih Null fein. Nimmt 
man die Linie BC als Achfe, dann find die Momente ver 
beiden Kräfte V und W in Bezug auf diefe Achfe einzeln 
gleich Nul. Die aus den Punften A-und D auf BC ge- 
fällten ‘Berpendifel AE, DF ftellen die HebelSarme der bei- 
den andern Kräfte U und P dar, und ba lebtere im entge- 
gengefegten Sinne auf Drehung um die Achfe BC wirfen, 


fo hat man 
U-AE = P.DF, 


oder U:P = DF:AE. 

Man ziehe die Linien AD, BD und CD, fo verhält fich 
DF:AE = ABDC: ABAC; 

und die Verbindung diefer PBroportion mit der vorigen giebt 


— c —— — — — — ————— — | 
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_ U:P = ABDC:ABAC., 

Auf diefelbe Weiſe findet man auch 
| - V:P = AADC:AABC, 

und W:P = AADB:AACB; 

alfo, wenn alle. drei Proportionen zufanmengefaßt werben, 
U:V:W:P = BDC: ADC : ADB : ABC. 

Jede von den vier parallelen Kräften ift daher dem 

Inhalte desjenigen Dreieds proportional, welches 

von den Angriffspunften der drei andern Kräfte 

gebildet wird. 

Wenn der Pımft D im Durchichnitt der drei Linien 
lidgt, welche die Mitten der Seiten des Dreieds ABC mit 
den gegenüber liegenden Spigen beffelben. verbinden, dann 
haben die Dreiefe ADB, ADC und BDC gleiche Inhalte, 
und es ergiebt ſich 

Ä U=V=W = ;}P. 

Anmerkung Für parallele Kräfte In verfchienenen Ebenen gel- 
ten drei Beningungsgleichungen des Gleichgewicht, und ves⸗ 
Halb Fünnen auch bei den darauf bezüglichen Aufgaben nicht 
mehr ald drei unbefannte Größen beftimmt werben. Wenn 
alfo bei der obigen Aufgabe die Preffungen ver feiten Ebene 
auf vier oder mehr Unterftügungen beſtimmt werben follten, 


jo würde diefe Aufgabe nicht zu Töfen fein. Man vergleiche 
hiemit die Anmerkung zu 1) in $ 72. | 


136 


Drittes Kapitel, 


Bon Kräften, die nach beliebigen Richtungen auf ein Syſtem 


von materiellen Punkten wirken. 
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$. 79. 


Beſtimmmung der Mittelfraft. Es fein A, B, 
C,...c. die Sntenfitäten beliebig vieler Kräfte, deren Rich- 
tungslinien in einer Ebene liegen, und A’, B', C’... ⁊c. 
(Fig. 49) feien die In derfelben Ebene befindlichen materiel- 
Ien Bunfte, auf welche jene Kräfte nach beliebigen Richtungen 
wirfen. Wir feben voraus, das Syſtem fei nicht im Gleich« 
gewicht, und wollen Demgemäß die Mittelfraft beftimmen, 

"Um die gegenfeitige Lage der Angriffspunfte, fo wie Die 
Richtungen der Kräfte feftzuftellen, ziehe man aus einem be= 
liebigen Punkte O der Ebene zwei auf einander normale Li- 
nien OX, OY, welche al8 Coorbinatenachfen angenommen 
werben follen. In Bezug auf diefe Achſen fein a, a’; b, 
b’; c, c’;... 2. die Coordinaten jener Punkte, und a, ß, 
Yy... 26. feien die Winfel, welche die Richtungslinien der 
Kräfte mit einer der beiden Achfen, 3. B. mit OX, folglich 
auch mit den dieſer Achfe parallelen Eoordinaten a, b, c,... ıc. 


bilden. Diefe Winkel werben alle in demfelben Sinne von 


0 bis 360° gezählt. 

Man zerlege nun jede einzelne Kraft in ihrem Angriffs- 
punfte nach den Richtungen der genannten Achfen in Sei- 
tenfräfte, fo ergeben fich folgende zwei Syfteme von paralle- 
len Kraͤften: 
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ASine, BSinf, CSiny, DSind, "ic; 
und ACosa, BCosf, CCosy, DCosd,-- 1; 
von welchen das eine mit OY, das andere aber mit OX 
parallel iſt. Schließen wir vorläufig den Kal aus, daß 
feins von dieſen beiden: Syſtemen fih auf ein Kräftepaar 
reduciren läßt, fo fei P die Mittelfraft des einen, Q die bes 
andern Syſtems. 

Was zunächft die Mittelfraft P betrifft, fo ift dieſelbe 
den zugehörigen Seitenfräften ASine, BSinß,... ıc. parals 
lel, und fteht alfo wie dieſe auf der Achſe OX ſenkrecht. 
Nach der angenommenen Bezeichnung find a, b, c,...ıc. Die 
auf dieſer Achte gemeflenen Hebeldarme jener Seitenfräfte 
in Bezug auf O als Momentenpunft, und wenn der He 
belsarm ihrer Mittelfraft mit p bezeichnet wird, fo bat man 
nad) 88. 67 und 68 folgende zwei Gleichungen: 

(1) P = ASine +BSin? + CSiny-+--10.=3ASine. 
(2) Pp=aASine-+-bB Sin d+cC Siny-+- "1. = <aASine. 

Die Kräfte des zweiten Syſtems ftehen fenfrecht auf der 
Achſe OY, was alfo eben fo für die mit ihnen parallele 
Mittelfraft Q gilt. Die Hebelsarme ber erfteren find gleich 
a’, b', c',...2c., und wenn q den Hebeldarm von O bezeich- 
net, jo hat man die beiden Gleichungen: 
(3) Q = ACosa + BCosf + CCos? + 10.= ZA Cose., 
(4) Qg=a’ACosa-+b'BCos B-+c'CCosY-r x.=2a’ACosa. 
Durch diefe vier Gleichungen find nun die beiden partiellen 
Mittelfräfte P und Q vollfommen befannt; denn die Olei- 
chungen (1) und (3) geben unmittelbar ihre Intenfitäten, 
während man aus (2) und (4) die Abftände p und q ihrer 
Richlungslinien von dem Coorbinatenanfang O erhält. Es 
bleibt demnächft nur noch übrig, die Mittelfraft beider ge- 
nannten Kräfte zu beftimmen, welche dann bie des ganzen 
Syſtems fein wird. 

Da die beiden Kräfte P und Q@ auf den Coorbinaten- 
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achfen fenfrecht ſtehen, fo find fie auch auf einander fenfrecht, 
und die Intenfität MI ihrer Mittelfraft ergiebt ſich daher nach 
$. 37 durch die Formel 
6) M = YP+0Q? = Y(ZASino)’ + (ZA Coso)?, 
Aft ferner M' (Fig. 50) der gemeinfchaftliche Durchfehnitts- 
punkt von P und Q, alfo der Angriffspunft von M, und 
find m, m’ die Coordinaten diefes Punktes, fo iſt offenbar 
m=p un m’ = g. Mit Rüdficht hierauf geben nun bie 
vorigen vier Gleichungen, wenn man (2) burch (1), ferner 
(4) durch (3) dividirt, 
(6) _ ZaASine, no Zu'ACose 
— "3ASine ’ ZACose 
Endlich fei u der Winkel, den die Mittelfraft M mit ber 


Achſe OX bildet, welcher Winkel in demfelben Sinne wie 


die der gegebenen Kräfte von O bis 360% gezählt wird. 
Man denke fich die Kraft M in ihrem Angriffspunfte nach 
den Richtungen ber beiden Achſen OY und OX in Seiten» 
fräfte zerlegt, fo erhält man nad) ber einen Richtung MSinu, 
nach der andern MCosu. Dieſe Seitenfräfte müffen aber, 
wie fich ohne Weiteres ergiebt, den Kräften P und Q be- 
züglich gleich, fein, fo daß man aljo hat 
(7 MSinu =P = 23ASine; 

MCosu = Q = 3ACoso. 


Durch Divifion diefer beiden Gleichungen ergiebt fih nım 


SASin« 

(8) gu = ">ACosa' 

Hier, wie überall, wo die Winkel im Sinne des Kreisum- 
fanges von O bis 360° gezählt werben, muß man zur un- 
zweideutigen Beftimmung der Richtungslinie jedesmal zwei 
trigonometrifche Yunktionen des Winkels u haben (vergl. 
$. 44). Demgemäß Tann man etwa noch den Sinus des 


genannten Winkels beftimmen, wofür man leicht erhält, wenn _ 


bie erfte von den unter (7) begriffenen Gleichungen durch 


in nn (en Se EEE (EEE. EEE EEE 
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die Gleichung (5) dividirt wird, 
ZSASin« 


9) Sinn = V(ZASine)? + (IA Cos«)? 


8. 80. 

Nach den Ergebnifien der vorhergehenden Unterfuchung 

finden folgende vier Gleichungen zwifchen den in einer Ebene 
nach verfchievenen Richtungen wirkenden Kräften und beren 
Mittelfraft Statt: 
() MSin« = ASine + BSinß + CSiny +ır. 
(2) MCosu = ACosa + BCosß + CCosy Fit. 
(3) mMSinu = aASm« + bBSinf + cCSiny +-"1r. 
(9) m’MCosu = a ACosa-+-b’BCosA-+c'C Cosy-+ · xc. 
Diefe Gleichungen ſollen hier in Bezug auf ihre ftätifche Be- 
deutung noch einer nähern Erörterung unterworfen werben. 

Mas zunächft die beiden erften betrifft, fo geben biefel- 
- ben unmittelbar zu erfennen, daß die Mittelfraft M eben fo 
auf fortgehende Bewegung des feften Syſtems von Punkten 
nach den Richtungen der beiden Coordinatenachſen wirft, wie 
alle Kräfte zufammen genommen. Und da die Lage diefer 
Achfen gegen das Syftem ganz beliebig ift, fo folgt, daß 
überhaupt das vereinigte Beftreben aller Kräfte in Bezug 
auf fortgehende Bewegung nach irgenn einer Richtung Hin 
durch die Wirkung der Mittelfaft volfommen erfeht wird. 

Die beiven andern Gleichungen beziehen fi) auf Dre- 
hung um eine Achfe, die man ſich im Coorbinatenanfang 
auf der Ebene der Kräfte fenfrecht denken muß. Um fich 
dies ganz Har zu machen, betrachte man irgend eine der ge- 
gebenen Kräfte, 3. B. die Kraft B (Fig. 49), fo ergiebt ein 
Blick auf die Figur, daß deren Seitenkraͤfte BSin 4 und 
BCosß im entgegengefeßten Sinne auf Drehung um den 
Punkt O wirken, jene am Hebeldarm Og = b, diefe am 
Hebelsarn Oh=b'. Beide Beftrebungen werden aber durch 
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die Momente bBSind und b’BCos? ausgedruͤckt, deren 
Differenz 
bBSn?—b'’BCos? = B(bSin#—b'Cosf), 
alfo der Ausdruck für das vereinigte Beftreben beider Sei- 
tenfräfte, und mithin das Moment der Kraft B felbft iſt. 
Demnach ftellt die Binomialgröße bSinß — b'’Cos/, welche 
in dem legten Ausdrucke als Factor vorkommt, den Hebels- 
arm ber Kraft B vor, wie fich Dies auch leicht aus der Fi« 
gur nachweifen laͤßt. Diefelbe ergiebt nemlih, wenn OB“ 
normal auf die Richtung von B gezogen, und der Durch» 
fehnitt dieſer Kraft mit der Achſe OX durch k bezeichnet 
wird, gk = b’Cotg Pf; alfo Ok = Og—gk = b—b’Cotgf, 
und. mithin 
OB" = Ok-Sinf = bSin ? — b’CosPß. 
Subtrahirt man Demnach die Gleichungen (3) und (4) von 
einander, fo entfteht: 
(5) M(mSinu—m’Cosu) = A(aSin« — a’Cose) + 
B(b Sin - b’Cosß) + C (cSiny— ec’ Cosy) +" 16.5 

oder, wenn man die in Diefer Gleichung vorfommenden Klam- 
mergrößen, welche dem Obigen zufolge die Hebeldarme der 
Kräfte M, A, B, C,... x. vorftelfen, bezüglich mit m’, a’, 
b", c",... ꝛc. bezeichnet, | 
(6) : Mm” = Aa" +-Bb"+- Ce" + - x. = ZAaN. 

Diefer Öleichung zufolge ift alfo das ftatifhe Moment 
der Mittelfraft in Bezug auf den Eoordinatenan- 
fang O als Momentenpunft, gleich der algebrai« 
fhen Summe der Momente aller gegebenen Kräfte. 
Da aber jeder andere Punkt der Ebene als Coordinaten⸗ 
anfang genommen werden kann, fo ift die lebte Gleichung 
für alle Punkte der Ebene gültig; d. H. in welchem Punkte 
der Ebene man ſich auch eine auf derfelben normale Achte 
angebracht denken mag, fo ift jedesmal das vereinigte Beftreben 
aller Seitenfräfte, eine Drehung um diefe Achfe herworzubringen, 
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dem Beftreben ihrer gemeinfchaftlichen Mittelfraft in Bezug auf 
Diefelbe Achfe gleichgeltenn, und kann dadurch erſetzt werben. 

In Abſicht auf die Vorzeichen der Momente ift noch 
zu bemerfen, daß, wenn bie Kräfte mit der Achfe OX con- 
cave Winfel bilden, alddann ihre Momente poſitiv oder ne= 
gativ zu nehmen find, je nachdem fle Die genannte Achfe 
rechts oder links vom Punfte O auf ihrer Verlängerung 
fchneiden. Das Umgefehrte hievon findet dagegen für 
die Momente derjenigen Kräfte Statt, deren Richtungsli« 
nien mit der Achfe OX convere Winkel bilden. Diefe Bes 
merfung findet indeß nur Anwendung auf eine Momenten- 
gleichung von der Form, wie fie die Gleichung (6) darſtellt. 
Werden aber die Momente der Kräfte fo berechnet, wie fie 
in der vorhergehenden Gleichung (5) vorkommen, fo bat man 
nicht nöthig, auf die Vorzeichen noch befonders Rüdficht zu 
nehmen, da diefelben durch die allgemeinen Ausbrüde ber 
Momente, und namentlich durch Die Befchaffenheit der trigo- 
nometrifchen Yunctionen Sinus und Cosinus, in jedem bes 
fonderen Falle ohne Weiteres beftimmt werben. 


8. 8. 

Erörterung des Falles, wenn ſich Kräftepaare 
zeigen. In $. 79 Haben wir bei Beftimmung der Mittel» 
fraft von beliebig vielen Kräften, die in einer Ebene nad, 
verfchiedenen Richtungen wirken, die Borausfegung zum 
Grunde gelegt, daß die beiden Syſteme von parallelen Sei 
tenfräften, welche durch die Zerlegung der gegebenen Sträfte 
nach zwei auf einander normalen Richtungen erhalten wors 
den, fich nicht auf Kräftepaare rebuciren laflen. Iſt dies 
aber bei einem ber beiden Syſteme, oder bei beiden zugleich 


der Ball, fo entfteht die Frage, wie es fi dann mit der 


Deftimmung der Mittelfraft verhalte. Der gegenwärtige Pa⸗ 
sagraph ift der Erörterung diefer Yrage gewidmet. 
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a) Wenn nur eins der beiden Spfteme auf ein Kräfte: 
paar führt, während das andere eine beftimmte Mittelkraft 
liefert, dann ift für Die gegebenen Kräfte immer eine Ge⸗ 
fammtmittelfraft vorhanden, beren Richtung auf dem Paare 
fenfrecht ſteht. 

Denn man nehme an, das mit der Achfe OX parallele 

Syſtem gebe ein Kraͤftepaar W, W’ (ig. 5D), deſſen In⸗ 
terval JK = w fein mag, fo hat man diefer Annahme 
gemäß nach den Gleichungen (3) und (4) in 8. 79 
(1) 0 = 2ACosoe; Ww = 3a’ACose. 
Bereichnet P die Mittelfraft des andern auf OX normalen 
Syſtems, und p deren Abfland vom Punkte O, fo finden 
nah (1) und (2) in 8. 79 die beiden Gleichungen Statt: 
(2) P= 2ASina; Pp = SaASina. 
Man verlängere die Richtungslinie von P bis fie die glei- 
chen Kräfte W, W’ in J und K fchneidet. Im lebteren 
Bunfte nehme man von den beiden Kräften P und W’ die 
Mittelfraft R, deren Richtungslinie innerhalb des rechten 
Winkels PKW’ liegt, und die Kraft W in L fchneiden 
möge. In diefem Punkte fege man die beiden Kräfte R 
und W wieder zu einer neuen Mittelfraft M zufammen, 
dann ift Iebtere die Gefammtmittelfraft aller gegebenen 
Kräfte. 

Es läßt fich fehr Teicht beweifen, Daß die Geſammtmit⸗ 
telfraft M der partielen Mittelfraft P gleich und parallel 
it, und daher wie die letztere auf der Achſe OX fenfrecht 
fieht. Denn zerlegt man die Kraft R im Punkte L nad 
den mit KW’ und KP parallelen Richtungen LJ, LM in 
Geitenfräfte, fo ftelt man dadurch die urfprünglichen Sträfte 
W' und P wieder her, von welchen fich die erfte als gleich 
und entgegengefeht mit W aufhebt, während nur die zweite 
nach der Richtung LM übrig bleibt. 

Dezeichnet man den Mbftand der Kraft M von dem 


— en ee 
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Punkte O mitm, ſo itim = p—LJ. Nun iſt aber, wenn 
LIKL= LPKR=9 gefebt wird, 


JL = KJ-tgp = ww; 
4 y 
af m BU 


Man multiplieire diefe Gleichung mt M = P, und fubfti- 
tuire dann für Pp und Ww die entfprechenden Werthe, fo 
fommt 

(3) Mm=3aA Sina— Sa’ ACose= IA (aSina—a'Cose), 
eine Gleichung, die auch aus (5) des vorigen Paragraphen 
hervorgeht, wenn darin u = 90° gefeht wird. 

b) Wenn beide Syfteme von parallelen Kräften bei der 
Behandlung nah $. 79 auf Kräftepaare führen, dann re 
dueirt fih das ganze Syitem ebenfalls auf ein ſolches Paar; 
und in diefem Sale ift eine Mittelfraft nicht vorhanden. 

Es ſei V, V’ das auf der Achfe OX, ferner W, W' 
das auf OY fenfrechte Paar (Fig. 52), und v, w feien bie 
Intervalle diefer Paare, Die der obigen Annahme entfpres 
chenden Gleichungen find nach $. 79 
d) 0= >ASino; Vv = 3saASine. 

(2) 0 = ZACosoe; Ww = Za’ACose, 
Man verlängere die Richtungslinien der die Paare bilden- 
den Kräfte V, W und V’, W', bis fie fich bezüglich in G 
und H fchneiden, nehme in diefen Punkten die zugehörigen 
Mittelfräfte U und U’, welche mit V und V’ die Winfel 
op und ꝙ bilden mögen, fo hat man nach 8. 37, weil V=V’ 
und W = W’ itt, 
U= U = /)V+W;; 
Ä ‚_Ww 
sy =-ly=y- 
Die beiden Mittelfräfte U, U’ find alfo einander gleich und 
parallel; fie bilden folglich ein Paar, welches auf eine ein- 
ige Gefammtmittelfraft nicht zurüdigeführt werden Fann, 
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Um das Moment diefes Paares zu beftimmen, fi KL=u 
das Intervall defielben. Nach der in der Figur angegebe- 
nen Bezeichnung ergiebt fich ohne Weiteres 


K= w-gy' = R; 
KG = JG-IK = ver, 
KL = KG:-Cosy = VW 


Nun ift aber, wie leicht aus der Figur folgt, UCospy=V; 
und wenn dies eingefebt wird, entfteht mit Rüdficht darauf, 
dag Vv-Ww = ZaASine —Sa’ACosa = ZA(aSina 


—a'Cose) iſt, 
@) vo SA asneza Cose) 
Diefe Gleichung auf beiden Seiten mit U multiplicirt, lie 
fert demnächft für das Moment des Paares, welches die Ge- 
fammtwirfung aller Kräfte des Syftems erfebt, den Ausdruck 
(4) - Uu = ZA(aSine— a’ Cose). 

Vergleicht man diefes Refultat mit der im vorigen Paragra- 
phen gefundenen Gleichung (5), fo ergiebt fich, daß, wenn 
fämmtliche Kräfte fih auf ein Kräftepyaar zurüd- 
führen Iaffen, alsdann das Moment diefes Paa- 
tes der algebraifhen Summe der Momente aller 
gegebenen Kräfte gleich tft. 

$. 82. 

Bedingungen des Gleichgewichts. Werden alle 
gegebenen Kräfte, von welchen in 8. 79 die Mittelfraft be⸗ 
ftimmt worden, als im Gleichgewicht vorausgeſetzt, fo muͤſſen 
fie fich auf zwei gleiche Kräfte, Die in einer und berfelben 
geraden Linie nad) entgegengefehten Richtungen wirken, d. h. 
auf ein Kräftepaar, deflen Intervall gleich Ruf ni zuruͤck⸗ 
fuͤhren laſſen. 


— — — — — — — u —— ——ms — — suee eses ne — — 





I Nichtparallele Kräfte in einer Ebene. 145 


Für den Fall eines SKräftepaares fanden wir aber im 
vorigen Paragraphen b) erftlich die beiven Bedingungen 
ZASine = 0; ZACosa = (0, 
and demnächft ergab fich das Intervall des Paares, wenn U 
die Sntenfität feiner. Kräfte bezeichnet, durch die Formel 


ZA (a Sina — a'Cose) 


Setzt man alfo in dieſer Gleichung u = 0, fo hat man fol 
gende drei Gleichungen, welche die Bedingungen bes voraus⸗ 
geſetzten Gleichgewichts darſtellen: 


(I) SASin@ = ASin« +BSin#+CSiny+t... =, 
(2) ZACos@ = ACose + BCosf + CCosY +... = 0. 
(3) ZA(aSinz — a’Cose) = Aa” + Bb"+Cc"+.,.=0. 


Nach 8. 80. beziehen: fich Die Beiden erften Gleichungen auf 
fortgehende, die .dritte aber, welche. eine flatifche Momenten- 
gleihung ift, auf brehende Bewegung um eine feſte Achſe, 
welche irgendwo auf der die Kräfte enthaltenden Ebene ſenk⸗ 
seht fleht. Indem aber die hierauf bezüglichen Ausdrüde 
mit Ru. verglichen find, fo liegt Darin bie. ftatifche Bedeu⸗ 
tung ausgefprochen, daß weder bie eine noch die andere Art 

der Bewegung aus der vereinigten Wirfung aller Kräfte her- 
vorgehen. kann. 
Hieraus folgt auch zugleich die Richtigkeit Des umge⸗ 
kehrten Satzes, daß nämlich, wenn die obigen drei ©lei- 
ungen gegeben find, alsdann auch jedesmal die Kräfte mit 
einander im Gleichgewichte fein müfjen. Daß fich biefer um- 
gefehtte Sat auch dadurch beſonders beweifen Iäßt, indem 
man barthut, daß in Folge der obigen Sleichungen jede Kraft 
des Syſtems fich gegen alle: übrigen Kräfte. als. deren entge- 
gengefebte Mittelfraft verhält, mag hier nur andeutungsweife 
erwähnt werben. 
L 10 
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8. 83, 


Aufgaben zur Anwendung vorſtehender Geſebe 
1) In 8. 72. Haben wir unter No. 2. die Wirkungen bes 
ftimmt, welche die mit einem Gewicht P beſchwerte Stange AB 
(Fig. 40.) in den Stüßpunften A und B gegen die feſten Ebe⸗ 
nen AC und BC ausübt. Diefe Aufgabe läpßt ſich mittelft 
der im vorigen $. gefundenen Bedingungsgleichungen auf fol- 
gende Art loͤſen: 

Offenbar äußert das umtere Ende der Stange auf bie 
wagerechte Ebene AC zweierlei Wirkungen: einen vertifalen 
Drud U und einen ‚horizontalen Schub S, während das obere 
Ende der Stange, welches fich gegen die Vertifalflähe BC 
Iehnt, einen normalen Druck Q auf diefelbe ausübt. Man 
venfe ſich Diefen Wirkungen entgegen die gleich großen Kräfte 
x, y und z als die entfprechenden Gegenwirkungen .ber bei⸗ 
den feften Ebenen angebracht, fo kann man die letzteren fort 
laſſen, und dag Gleichgewicht der fraglichen Stange muß mit 
Beibehaltung ihres Neigungswinkels = unter den vier Kraͤf⸗ 
ten x, y, z und P unverändert fort beſtehen. Dieſe vier 
Kräfte wirken nah verfchiedenen Richtungen in einer Ebene, 
weshalb die Bedingungsgleichungen des vorigen 8. auf fie 
Anwendung finden. 

Nah den beiden erften Bedingungogleichungen, die ſich 
auf fortgehende Bewegung beziehen, muß man die nicht pa⸗ 
rallelen Kraͤfte nach zwei auf einander normalen Richtungen 
zerlegen, und die algebraiſche Summe der entſtandenen Sei⸗ 
tenkraͤfte für jede Richtung gleich Null ſetzen. In dem vor⸗ 
liegenden Falle iſt indeß dieſe Zerlegung nicht nöthig, da die 
Richtungslinien der fraglichen Kraͤfte von Haufe als hori⸗ 
zontal und vertifal gegeben find. Mit Rüdficht barauf er⸗ 
geben ſich unmittelbar die Gleichungen 
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X—P0 und y—z=0; 

woraus ſich ſofort x = P ud yo z findet. 

Die dritte Bedingungsgleichung bezieht fih auf Dre 
Bang, wobei ein beliebiger Punkt der, die Kräfte enthalten, 
ben, Ebene al$ Momentenpunft angenommen werben Tann. 
Nimmt mar den Punkt A hiefür an, fo fi nd bie Hebels⸗ 
arme der durch diefen Punkt gehenden Kräfte x und y, alfo 
auch deren Momente, gleich Nu. Fuͤr die beiven anderen 
Kräfte z und P find Die normalen Abftände ihrer Richtuns 
gen von bem Momentenyunlt, bezuͤglich AB-Sına = aSine 
und AD-Cosa = bCosa, als Hebelsarme anzunehmen, und 
da dieſe Kräfte die Stange AB im entgegengeſetzten Sinne 
um den Punkt A zu drehen fireben, fo hat man demgemaͤß 
bie ftatifche Momentengleichung 

z.aSin« = P:.bCose. 


Diefe giebt z = -p Cotgao,. 


was auch zugleich ber Werth von y ift, ba wir oben y=z 
gefunden haben. 

2) Die vorige Aufgabe werde dahin abgeändert, daß 
das obere Ende der mit dem Gewicht P belafteten Stange 
AB (dig. 53.), anftatt gegen eine vertifgle Wand gelehnt 
zu fein, auf einer feften. ante B Tiege, während das untere 
(Ende fich wie früher auf der wagerechten Flaͤche AC ftüße, 
Lehtere wird daher auch in dem worliegenben Falle einen 
vertifalen Drud und einen ‚horizontalen Schub erleiden, und 
um die Stange ind Gleichgewicht zu bringen, muß man alſo 
bie Kräfte x und y, jenen Wirkungen gleich und gerade ent⸗ 
gegengefebt,. anbringen, während an dem oberen Ende eine 
Kraft z normal auf AB erforderlich if, um die entfprechenbe 
Gegenwirkung ber feflen Kante zu erfeßen. 

Zerlegt man nun z nach vertifaler und horizontaler Rich⸗ 
tung in Die Spitenfeäfte z’ = zCose und 2 = zSine, 

| 10* 
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fo bat man nach der erften Richtung die parallelen Kräfte x 
und z’, nach ber andern Richtung aber bie Kräfte y und z’ 
wirkſam. In Bezug auf fortgehende Bewegung nach diefen Rich» 


tungen ergeben fich daher die Bedingungen bes Gleichgewichts - 


x+rz-P=0; y-."=0; 
woraus man mit Rüdficht auf bie Werthe von 2 und 2 
findet: 
DD:  x+zCosae=P 
(2) z2Sma=y. - 
In Bezug auf drehende Bewegung um den Bunft A ift AB 
— a der Hebelarm von z, während der von P wie vorhin 
AD-Cosa = bCoseift. Die Hebelsarme von x und y find 
dagegen wieder Null.‘ Demnach hat man die Momentens 
gleichung: 
(3) za = P-bCose; 
woraus fich findet: z = PCos a. 


Sept man diefen Werth anftatt z in Du und (2) ein, ſo 
findet man ferner 


a — b Cos «? 





x=P-zCoso = P; 


e coæsne =>, * Sin2e. 


Diefer Iebte Auerruc giebt den —* den das untere 
Ende der Stange nach horizontaler Richtung ausübt, und 
diefer iſt alfo jegt dem Sinus des doppelten Neigungswin- 
fels proportional, anftatt daß er bei der vorigen Aufgabe 
durch Die Gotangente dieſes Winkels beſtimmt wurde. 

Der obige Ausdruck von y giebt füra = 45° das Maximum 


des Schubes = 3, während berfebe für & = 0, d. h. für 


eine wagerechte Lage der Stange AB, verſchwindet; und in 
der That kann eine horizontal Ikegende, an beiden Enden 
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unterftügte Stange, an welcher nur eine lothrechte Kraft wirft, 
feinen Seltenfchub ausüben. oo. 

3) Auch die dritte in 6. 72. (Fig. 41.) vorgetragene 
Aufgabe läßt fidy auf eine ähnliche Weile, wie die unmittel« 
bar vorhergehenden, nämlich durch Anwendung ber im vori⸗ 
gen $. gefundenen Bebingungsgleichungen des Gleichgewichts 
behandeln, welches hier noch gezeigt werben foll. 

Man bringe in den Endpunkten der mit dem Gewicht 
P befchwerten Stange AB (Fig. 54.) nach den auf AC und 
BC normalen Richtungen die Kräfte x und z ald Gegen- 
wirfungen der genannten fehlefen Ebenen, außerdem aber in A 
noch die Kraft y nach der Richtung AC an, welche letztere 
den Schub der Stange nach der entgegengefehten Richtung 
aufhebt. Dadurch erhält man ein Syſtem von vier nicht 
parallelen Kräften in einer Ebene (x, y, z und P), die mit 
einander im Gleichgewichte fein müffen. 

Um zunächft die beiden, auf fortgehende Bewegung Be- 
zug habenden, Gleichungen barzuftellen, muß man die ges 
nannten Kräfte nach zwei auf einander normialen Richtungen 
zerlegen und bie algebraifche Summe der Seitenfräfte nach 
jeder Richtung gleih Null fegen. Nimmt man diefe Rich- 
tungen horizontal und vertikal an, fo erhält man mit Hin« 
fiht auf Big. 54., worin der Vergleichung wegen bie in 
Fig. 41. angenommene Bezeichnung beibehalten ift, für bie 
vertifafen Seitenfräfte: 

x’ = xCosf; y = ySinf; z'’ = zCosy und P; 
während die horizontalen Seitenfräfte ausgebrüdt werben, 
dur 

x" = xSinf; y" = yCosf; z" = zSiny. 
Mit Rüdficht auf die. gegenfeitige Lage dieſer Kräfte gegen 
einander ergeben fich nun leicht die Gleichungen: 
(1) xCos ß — ySin#-+2Cosy—P = 0, 
(2) xSinß +-yCosf —zSiny = 0, 
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Zur Darftellung der auf drehende Bewegung fich beziehenden 
Gleichung wählt man am zwedmäßigften ven Punft A zum 
Momentenpunft, weil dann bie unbefannten Kräfte x, y 
außer Betracht bleiben. Die.von A auf Die Richtungen 
tind P gefällten Perpendikel AF und AH, welche die Hes 
belöarme dieſer Kräfte vorftellen, ergeben ſich leicht folgen» 
dermaßen aus ber Figur: 

AF = AB-CosBAF = a-Cos(f + y—.o); 

AE = AD-CosDAE = b-Cos (a — ß). 

Daher hat man die Momentengleichung 

8) zaCos(?-+Y—eo) = P-bCos(z — P), 

aus der fich ſofort Die Unbekannte z alfo findet: 

| PbCos(« — £) 

(4) == aCos(f-+yY— o)' 

Die Gleichungen (1) und (2) laſſen fich wie folgt umſtellen: 
xCos ß — ySin P-SCosy3 
xSin#?+yCosß = zSiny. 

Da 2 gefunden tft, fo erhält man hieraus durch bie bes 

kannte Eliminations-Dtethode 

x=PCosß— 2Cos(? +7); y= z8in(?-+-Y)— PSinß, 

und wenn für z der gefundene Werth eingefett wird: 
P. Cos(e—MCos(# +7) 

5) x=- - (aCosß—b ——— ) 

P/, Cos(@— P)Sin(? +7) 

os Cos@+7-—) Er as). 











(6) y-7 
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8. 84. U 
Beſtimmung der Mittelkraft. Es ſeien A, B, 
C... X. die Intenſitaͤten der Kräfte, welche nach verſchiede⸗ 


nen Richtungen im Raume auf ein gegebenes Syſtem von 
materiellen Punkten wirken, ohne mit einander im Gleichge⸗ 
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wichte zu fein. Die Coorhinaten der Angriffspunfte rüd- 
fichtli) dreier CoorbinatensEbenen, die fi) paarweiſe in 
den Linien OX, OY, OZ (äig. 55.) unter rechten Winfeln 
fehneiden, feien a, a’, a”; b, b‘, b”; c, c', ce" ... ı., und 
um die Richtungen der Kräfte feftzufegen, ziehe man aus je- 
dem Angriffspunkte drei Linien mit den Achfen OX, OY und 
OZ yarallel, und bezeichne die Winkel, welche die Kräfte mit 
diefen Linien bilden, bezüglich dur a, a’, a”; A, A, P"; 
% 95 7"... x. In Figur 55. ift zur Verdeutlichung des Ge⸗ 
fagten nur die Kraft: A angegeben; A’ ift ihr Angeiffspunft 
und A’X’, A'Y', A'Z. find die mit den Achfen parallelen 
Linien, mit welchen die Richtungslinie A'’A die Winkel «a, 
a’, a bildet, Daß übrigens alle diefe Winfel nur von O 
bis 180 Graden gezählt zu werben brauchen, ift für fich ein- 
leuchtend. 

Man zerlege nun jede Kraft nach den mit Den genann- 
ten drei Achfen parallelen Richtungen in Seitenfräfte, fo er⸗ 
hält man folgende drei Syfteme von parallelen Kräften: 
I) Parallel mit OX; oder fenfrecht auf der Ebene YOZ, 

A.Cose, B.Cos ß, C.Cosy,... u. ſ. W. 
- 2) Parallel mit OY, oder fenfreht auf XOZ, 
A.Cosc«', B.Cosf’, C.Cosy',... u. f. w. 
3) Parallel mit OZ, oder fenkrecht auf XOY, 
A.Cos«“, B.Cos f", C.Cosy",... u. f. w. 

Borausgefeht, daß Feind von biefen drei Syſtemen fich 
auf ein ‘Kräftenpaar reduciren läßt, fein P, Q und R bie 
Mittelfräfte..derfelben, deren Richtungslinien die Ebenen YZ, 
xZ und XY in den Punften P’, Q' und R’ (Fig. 56.) 
rechtwinklig fchneiden. Die Eoordinaten dieſer Durchfchnitts- 
punkte follen bezüglich mit p', p’; q, q“ und r, r' bezeich- 
net werben, und zwar ohne Accent, ein ober zweimal accen- 
tuirt, fe nachdem fie mit der Achfe OX, OY oder OZ yaral- 
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lel find. Nah 8. 74. bat man dann folgende Befimmungs- 
gleichungen für die Mittelfräfte dieſer Syſteme: 


a) für das erſte Syftem; 
P = ACosa+BCosß+CCosy-r- = IZACoso; 
pP = a'ACosa +b"BCosf-+ -«rıc. = Ia’A Cosa; 
p"P = a"ACosa-+b"-BCosß+ +1. = Sa” ACose, 


b) für das zweite Syftem; 
Q = ACosa’+BCosf'+CCosy'+- = ZACose’; 
qQd = a.ACose’ +b-BCos Pf’ +. x. = ZaACoso’; 
g’Q = a-ACosa’-+b"-BCosß' +1. = ZaACose'. 
c) für das dritte Syftem; | 
R = ACose"+-BCosf"+CCosy"+- = ZACoso’'; 


ıR = a-ACose" +b-BCosf"+ 11. = ZaACosa”; - 


rR = a-ACosae”+b':BCosf" +20. = Za’ACose”, 


Durch die erften Gleichungen biefer drei Gruppen find 
unmittelbar die Intenfitäten der fraglichen Mittelfräfte gege- 
ben, und wenn man bie zweite und dritte Gleichung einer 
jeven Gruppe durch Die zugehörige erfte Gleichung dividirt, 
findet man die Coordinaten ihrer Durchfchnittspunfte mit den 
Coordinatenebenen, Auf biefe Weife entftehen folgende Res 
fultate: 


Od) P= ZACoso; Q = ZACoso; R = FACose". 

2 2ZZa ACoseæ ,„_ Za"’ACoso 

2) P = yacoa ’ PP ZACosa 
 ZaACoso’ un. Za"ACoso’ 

& IF Farce! 

(4) 2a A Cosa“ r“ — Za' ACosa" 

>ACose” — ZACose” ° 





Nachdem nun fo bie Intenfitäten ber drei Kräfte P, O und 
R, welche als die partiellen Mittelfräfte des gegebenen Sys 


— 
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ſtems A, B, ©... x. zu betrachten find, fo wie ihre Poſt⸗ 
tionen gegen einander beftimmt find, bleibt noch die Eroͤrte⸗ 
rung der Frage übrig, in wiefern fe einer gemeinfchaftlichen 
Mitteltraft fähig find oder nicht; d. h. in wie fern es mög« 
lich ift, das gegebene Syſtem von Kräften auf eine einzige 
Gefammt-Mittelfraft zurüdzuführen. Es wird fich finden, 
daß dies nur in fehr befondern Fällen ausführbar if, wie, 
in den folgenben Veragraphen naͤher gezeigt werben foll. 


5.85. 


Zuvörderſt ift Far, daß eine Gefammt- Mittelfraft alle- 
mal möglich ift, fo oft fich die Kräfte P, Q und R in einem 
und bemfelben Punkte fchneiven. Nah 8.51. (2) findet man 
nämlich die Intenfität dieſer Mittelfraft 


(di) M=-YVP+O’+R, 

und ihre Richtung gegen bie drei Achfen beftimmt fich durch 
pP. __P_--_, Ä 

Cor — 

2 I Q _ 09, 

( ) | Cosu M - vP-Q’-®R R?’ 

u_R ____.R____, 

Ce yejprgrmw 


wo u, a’ und u” die Winkel find, unter welchen bie Kraft 
M gegen die drei Achfen, ober gegen die mit ihnen paralles 
Ien Kräfte P, Q und R, geneigt iſt. Der gemeinſchaftliche 
Durchſchnittspunkt dieſer brei Sräfte iſt demnächſt als ber 
Angriffspunkt ihrer Mittelfraft anzunehmen, und wenn m, 
m’, m“ die Coordinaten befielben find, fo hat man offenbar 
die der gemachten Borausfegung entfprechenden Bebingungen: 
m 13 m p rum m = p" = gq"; 
d. h. mit Rüdficht .auf die Ausdrüde (2), (3) und (9) des 
vorigen Paragraphen, 
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ZaA Cos aA Cosa" 


m — Surcon  ZACoae” ’ 
(3) m’ — 


SaACosa Zn’ACose" 
ZACosa. — ZACose" 
un Za"ACose Za"ACosa’ 
SACosa >ACoso’ ' 
Diefe Gleichungen druͤcken alfo die Bedingung dafür aus, 
daß.die drei Kräfte P, O und R fich in einem und demfel- 
ben PBunfte fchneiden, und es folgt aus dem Vorhergehenden, 
dag wenn die gegebenen Kräfte A, B, C ır., d. h. die Ele 
mente, welche diefelben in Bezug auf Intenfität, Richtung und 
Angriffspunft beſtimmen, den’ obigen Gleichungen Genüge lei⸗ 
fen, alsdann allemal eine einzelne Kraft M, welche die ver- 
einigte Wirfung aller gegebenen Kräfte zu erfeßen im Stande 
if, nachgewiefen werben kann. Wird aber jenen Gleichun⸗ 
gen nicht zu gleicher Zeit Genüge geleiftet, fo ſchneiden fi 
die partiellen Mittelfräfte P, Q, R auch nicht in demſelben 
Punkte, und in biefem ale bleibt es zweifelhaft, ob fie 
einer gemeinfamen Mittefraft fähig find. 

Schneiden fih 3. 3. nur zwei von ihnen, etwa Die 
Kräfte P und O, fo kann man diefe zu einer Mittelfraft S 
vereinigen, die folglich in einer Ebene liegt, auf welche vie 
dritte Kraft R fenfrecht fieht. Das ganze Syſtem von Kräfs 
ten iſt alfo dann auf zwei Kräfte AR und S. zurüdgeführt, 
die eine rechtwintlige Lage im Raume gegen einander haben, 
und nur in dem Halle, wenn lebtere fich ebenfalls ſchneiden, 
geftatten fie eine Mittelfraft, weiches Dann: die des ganzen 
Syſtems if. Findet aber ein folches Schneiden ber beiden 
KräfteRund S. nicht ftatt, fo ift auch Feine Mittelkraft mög« 
lich, wie eine Heine Weberlegung leicht zeigen wird. 

Im Allgemeinen find es alſo die Beziehungen zwiſchen 
den Beftimmungsftüden der Kräfte A, B, C,-- ⁊c., an wels 
hen das Vorhandenfein einer ihnen gemeinfamen Mitteltraft 
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gefnüpft ift, und diefe Beziehungen darzulegen, fei nun unse 
fere nächfte Aufgabe. 


$. 86. 

Sn 8. 84. haben wir gefehen, wie das im Raume ge 
gebene Syften von gräften A, B, C, ... ıc. auf drei, mit 
den Boordinatenachfen parallele Syſteme, deren Mittel» 
kraͤfte P, Q und R find, zurädgeführt werben Tann. Die 
dort in den Gruppen a, b und c zufammengeftellten Glei⸗ 
ungen dbrüden bie Bedingungen: dafür aus, daß die letzten 
drei Kräfte, welche durch die Ausprüde CL) bis (4) beſtimuit 
find, die Wirkungen jenes Syſtems vollfommen erfegen, und 
biefe Bedingungs-Gleichungen müſſen zunörberft, ehe wir zu 
ber Beftimmung einer Gefammt-Mittelfraft übergehen Fönnen, 
in Abſicht auf ihre flatifchen Bedeutungen einer naͤhern Du 
trachtung unterworfen werben. 

Was zunächft die erften Gleichungen der drei Gruppen: 
D Pa ZACose; Q = ZACosa’; R = ZACose" 
betrifft, fo geben dieſe offenbar zu erfennen, daß bie Kräfte 
P, Q und R eben fo auf fortgehende Bewegung des feiten 
Syſtems von Punften nad den Richtungen der Achſen OX, 
OV, OZ wirken, wie die urfprünglich gegebenen Kräfte A, 
B, C, ie in ihrer Geſammtheit. — Die andern ſechs Gleis 
chungen jener Gruppen beziehen ſich paarwelfe auf Drehung 
des feften Syſtemd um bie genannten Achfen, wovon man 
fh leicht überzeugt, wenn man die fraglichen Gleichungen 
folgendermaßen zuſammenſtellt: 

DD) 90 m ZXa Cosa pP Xu ACos«.. 
) p'’P= Fat A Cosa; IR = SaACose". 

(3) rR = Za’ACose*; d’Q = a” ACoso‘, 
Unterwirft man nun die beiden unter CH) enthaltenen Glei⸗ 
ungen einer nähern Betrachtung, fo leuchtet zuvoͤrderſt ein, 
daß die Produfte 4Q und p'P, welche. bie Iinfen Seiten je 
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ner Gleichungen bilden, die ftatifchen Momente der Kräfte 
O und P in Bezug auf die Achfe OZ. ausbrüden; denn 
ein Blick auf die Fig. 56. lehrt fofort, daß die genannten 


Kräfte an den Hebeldarmen q und p’ auf Drehung des - 


Syſtems um jene Achſe mirfen, und zwar die eine im ent⸗ 
gegengefeßten Sinne .der andern. Wo aber irgend zwei 
Kräfte enigegengefehten Sinnes auf Drehung um eine fefle 
Achfe wirken, da drüdt allemal die Differenz ber ftatifchen 
Momente die vereinigte Wirkung beider Kräfte aus, und da= 
Ber it 90 — p’P das vereinte Beftreben ber Sträfte Q und 
P, eine Drehung um die Achſe OZ hervorzubringen. 

Banz dieſelbe Bewandniß hat es nun mit den Seiten⸗ 
fräften von A, B, C, ... tc., welche auf den. rechten Seiten 


der Gleihungen (1) in den fummatorifchen Ausprüden 


SaACose‘ und Za’ACose vorkommen. Denn betrachtet 
man, mit Rüdficht auf Fig. 55., die beiden aus A eniſtan⸗ 
denen Seitenfräfte ACosa’ und ACosa, welche die norma- 
fer Abftände a und a’ ihrer Richtungslinien. von ber Achſe 
0Z in jenen Ausdrüden zu Factoren haben, fo überzeugt 
man .fich fofort, daß dieſe Abftände die Hebelsarme, die Bro 
dufte a-ACosa’ und a'-ACosa aber die ftatifchen Mo— 
mente jener Seitenfräfte vorſtellen. Und da biefelben entge- 
gengeſetzten Sinnes auf Drehung wirken, ſo druͤckt die 
Differenz ihrer Momente, nämlich: 

a · A Cos c — a-ACosa = AlaCoseo’ —E 
das vereinte Beſtreben beider Seitenkraͤfte aus, eine Drehung 
um die Achſe OZ hervorzubringen. — Da ferner die dritte, 
durch die Zerlegung von A entſtandene Seitenkraft ACos«a” 
mit der Drehachfe parallel geht, fo kann dieſe auf die frag- 
liche Drehung keinen Einfluß haben, weshalb fie in dieſer 
Hinfiht außer Acht gelaffen werden darf. Daraus folgt 
alfo, daß die obige Größe A(a Cos q — a'Cosa) das ger 
fammte, aus der Kraft A bervorgehende, Beftreben ausdruͤckt, 
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deren Angriffspuntt dreherid um die Achfe OZ zu beivegen, 
und auf ganz gleiche Weiſe flellen die Ausprüde B(b Cosß' — 
b'Cosß), CCleCosy’ — e'Cosy) u. f. w. die Beftrebungen 
der Kräfte B, C, ... 2. dar, eine Drehung um biefelbe Achſe 
bervorjubringen. 

Die fo eben vorgetragene Auseinanderfegung über die 
ftatifche Bedeutung der Gleichungen (1) findet eine ganz ana⸗ 
loge Anwendung auf die unter (2) und (3) neben einander 
geftellten Gleichungen. . Wie nämlich jene auf Drehung um _ 
bie Achfe OZ Bezug hatte, fo beziehen fich diefe auf Dres 
bung um die Achſen OY und OX, und man fieht alfo, daß 
man nur nöthig hat, die fraglichen Gleichungen paarweife 
durch Subtraction zu verbinden, um Das aus den gegebenen 
Kräften hervorgehende Beftreben zur Drehung barzuftellen. 
Man erhält dann nach einander: 

qQ—- pP = ZA(aCosa’ —a'Cosa): 
I. p"P— ıRBR= ZA(a"Cosa— aCose”); 
rR— g"Q = FAla’ Cosa” — a Cosa‘); 
welche Gleichungen nunmehr zu erkennen geben, daß bie brei 
Kräfte P, Q und R au) in Bezug auf drehende Bewegung 
die vereinigte Wirkung aller gegebenen Kräfte 3 zu erſetzen im 
Stande find. 


$. 87. 


Sofern nun in den Elementen der Aufgabe, die Beſtim⸗ 
mung der Mitteltraft betreffend, Fein Widerſpruch liegt, ſei 
(wie in $. 85.) M die Intenfität dieſer Kraft, u, a’, a" 
feien deren Richtungswinfel und m, m’, m“ vie Coordinaten 
ihres Angriffspunktes. Offenbar muß M die gemeinfamne 
Wirfung von P, Q und R nicht bloß in Bezug auf fortge- 
henbe, fondern auch in Bezug auf drehende Bewegung voll« 
fommen erſetzen. Zerlegt man fie alfo nach den Richtungen 
ber drei Achjen in bie Seitenfräfte MCosu, MCosu' und 
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MCosu”, fo drücken dieſe ihr Beftreben zur forgehenben Be- 
wegung aus und müflen daher bezüglich gleih P, O und R 
gefept werden. Dies giebt alfo 

(4) MCosu =P; MCosu’ = 0; MCosu" =R. 
Diefe Gleichungen liefern nun, wenn fie quabrirt und addirt 
werden: 


W = P+0Q°+R?; alſo M= YP+Q’+R’; 
und demnächft findet man aus ihnen: . 


Cosu == e Cosw = * Cosu” F 


ubereinſtimmend mit den im 8. 85. gefundenen Ergebniſſen. 

Zerner wird das aus ber Kraft M hervorgehende Be 
fireben, das Syſtem von Punkten um die Achſen OZ, OY 
und OX gu drehen, nash ben im vorigen Parngraphen ges 
gebenen, Auseinanderſetzungen, durch M Cm Cosa’ — m’ Cos u), 
M(m"Cose — mCosa”) und M(m Cosu“ — m"Cosu‘) 
audgebrüdt, wovon man ſich auch noch auf folgende at über 
geugen Tann. 

Um naͤmlich datzuthun, daß der erſte dieſer Yusbrüde 


das Moment von M in Bezug auf OZ als Drehachſe dat 


fteltt, nehme man von ben beiden Kräften MCosu, MCosu‘, 
die in einer auf der genannten. Achfe normalen Ebene ent- 
halten find, die entfprechende Mittelkraft N. Stellt M’/GZ’H 
(Big. 57.) die genannte Ebene in ihrer. gesmetrlichen. Anficht 
vor, und find MK = MCosu, M’L = MCosu’ bie. auf 
einander: jenfreshten Seitenfräfte, fo ‚giebt Die Diagonsle MIN 
des Parallelogrammes M'KNL die Richtung und Größe der 
fraglichen Mittelfraft, und demgemaͤß findet man: 

N? = M’Cosu?+-M?’Cosu” = M (Cos u? + Cos u), 
Aus der befannten vormel Cosu- * Cosu". + Cosu nal 
folgt abei‘: | 
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Cosu? +Cosu” = 1— Cosu”? Sinu“ꝰ; 
fo daß man alfo hat 

N?’ = M’Sinu”; ſolglich N =. MSin u“. 
Dffendar würde man denfelben Ausdruck erhalten haben, 
wenn man die Kraft unmittelbar in zwei auf einander nor⸗ 
male Seitenfräfte zerlegt hätte, von denen die eine auf der die 
Achſe OZ rechtwinklig fchneidenden Ebene MIGZH im Punkte 
MM‘ fenfrecht, die andese aber in der genannten Ebene felöf, 
nach der Richtung der Brojeftion von M auf biefelbe, wirk⸗ 
fam ift. Die erfte Seitenfraft ergiebt fi dann =MCosu”, 
und dieſe geht, da fie mit der Drehachfe parallel if, in Hin⸗ 
ficht auf Drehang um-diefelbe verloren. “Die zweite Seiten- 
fraft N = MSinw” repräfentirt Dagegen denjenigen Theil 
von M, der allein auf Drehung wirfen fann, und ber von 
zZ auf ihre Richtung MIN gefüllte Berpendifel ZN’ = n 
flellt den Hebeldarm jener Kraft vor. Demgemäß sin br der 
Ausdrud 
| 'nN = n-MSin u 
das ftatifche Dioment der Kraft N und komie aud in Bepug 
auf. M felbft die Groͤße ihres Strebens nach Drehung um 
OZ. Man. verbinde die Punkte M’ und N (Fig. 57.) mit 
dem Bunfte Z' durch gerade Linien, fo erhält man das Dreier 
M'NZ', welches MIN = N zur Grunblinie, ZN =n 
zur Höhe bat, und deſſen Inhalt ſich demnach durch 4 N-n 
ausdrüdt. Mit Rüdfiht auf obige Gleichung het man 


daher 
2.AMNZ/ = n-MSinu", . - 

d. h. das ſtatiſche Moment der. Kraft M. (wie überhaupt 
einer beliebigen. Kraft) in Bezug auf eine ‚ver brei Achfen 
it allemal gleich dem doppelten Inhalt besjenigen Dreiecks, 
defien Grundlinie die Brojection jener Kraft auf eine bie 
Achſe ſenkrecht ſchneidende Ebene, und deſſen Höhe bie kürzeſte 
Entfernung dieſer Projection von derſelben Achſe iſt. 
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Der Inhalt des Dreieckes MINZ’ laßt fich aber noch 
auf folgende Weife aus der Bigur berechnen. Es ift 

AM'NZ' = AM'GZ' + UIM.GJN — ANJZ'. 

Aber y 

AM'GZ'=1M'G-GZ' = imm’; 
OM’/GJN =3(M’G+-NJ)ML = 3(2m-+MCosu)-MCosw' 
ANJZ'=4-2J-IJN =3(m’ ++ MCosu')(m + MCosu); 

Subftituirt man diefe Inhalte und multiplizirt zugleich auf 

beiden Seiten mit 2, fo entfteht nach gehöriger Reburtion: 
2-AM'NZ' = mMCosw' — m’MCosu, 

und daher hat man als Ausdruck des fraglichen Momentes 
n-MSinu” = M(mCosu’ — m’Cosu), 

wie e8 vorhin durch andere Betrachtungen gefunden wurde. 

Auf diefelbe Weife laͤßt fich von den beiden andern Ausdrük⸗ 

fen M (m Cosa — m Cos u”) und M(m’Cos u” — m" Cosu‘) 

zeigen, daß fie die Momente von M in Bezug auf die Ach⸗ 

fen OY und OX Darftellen. 

Kehren wir nun zu der vorliegenden Aufgabe wieder 
zurüd, fo haben wir als Bebingung dafür, daß die Mittel- 
fraft M die vereinte Wirkung der drei Kräfte P, Q und R 
- in Bezug auf drehende Bewegung erfeben muß, mit Rück⸗ 
ficht auf 1I. des vorigen Paragraphen, die Gleichungen: 
| "  M(mCosu'—m’Cosa) = qQ—p'P; 

(2) M(m'Cosu —mCosu”) = p"P—ıR; 
M(m’Cosu" — m" Cosu‘) = !R—qg'9; 

Diefe Gleichungen laſſen fi noch mehr abfürzen, wenn 
man auf der linfen Seite für MCosu, MCosu‘, M Cosu” 
die ihnen gleichen Werte P, Q, R einfebt; die rechts ſte⸗ 
hen Ausbrüde aber, welche die Momente in Bezug auf bie 
Achſen OZ, OY und OX darftellen, bezüglich mit W, V, 
und U bezeichnet. Dadurch reduciren fich die obigen Glei⸗ 
dungen auf folgende: 
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mQ—mP = W; 
(3) ° m’P—-mR =V; 
.mR—-m'"Q=U. 
Um hieraus die Coordinaten m, m’, m” des Angriffspunftes 
der Mittelfraft M zu finden, multiplizire man bie zweite Glei⸗ 
chung mit Q, die dritte mit P, und addire beide Refultate; 
das giebt: . 
mPR—-mOR = PU--OV. 
Hierdurch ift nun zwar m” eliminirt, und bie entflandene 
Gleichung in Verbindung mit der erften enthalten nur noch m 
und m‘. Mlein wenn letztere mit RR multiplizirt und dann 
zu der vorigen Gleichung abbirt wird, fo verfchwinden bie 
beiden Unbefannten m und m’ zu gleicher Zeit, und man 
erhält 
(4): PU+-OV-+-RW = 0; 
eine Gleichung, welche Feine der unbefannten Größen mehr 
enthielt, und offenbar auf der Vorausfebung beruht, daß ſich 
die Kräfte P, Q und R auch wirklich zu einer gleichgelten- 
den Mittelfraft zufammenfegen laſſen. Sie enthält daher die 
Bedingung für die Beziehungen, welche zwifchen biefen Kräf« 
ten und ben Coorbinaten ihrer Angriffspunfte ſtattfinden 
müflen, damit fie überhaupt einer Mittelfraft fähig feien, 
Diefelbe ift allemal vorhanden, jo oft die obige Bedingungs⸗ 
gleichung erfüllt wird, obgleich fich, wie wir gefehen haben, 
ein beftimmter Punft des Syſtems als Angriffspunft ber 
Mittelfraft nicht nachweifen läßt. Inzwiſchen kann man bie 
Gleichungen &), welche in Folge der unter (A) gefundenen 
Bedingung unabhängig von ben befondern Werthen der 
Eoordinaten m, m’ und m“ beftehen müflen, als zu den Pros 
jeftionen der Richtungslinte der Mittelfraft auf die Coordi⸗ 
natens&benen XY, XZ und YZ gehörig betrachten, und 
wenn man alfo eine von den genannten Coordinaten beliebig 
annimmt, fo. laſſen ſich darnach die beiden andern beſtimmen. 
1. 11 
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So erhält man einen Punkt in der Richtungslinie der Mit- 
telfraft, den man immer al8 deren Angriffspunft annehmen 
fann, wofern verfelbe mit dem Syſtem von Punkten in einer 
feften Verbindung gedacht wird. 


$. 88. 


Zufäße. I) Sebt man in den Gleichungen (3) bes 
vorigen Paragraphen für die Momente U, V und W die 
entfprechenden Werthe Ar’ — Qg”, Pp"— Rr und Oq— Pp‘, 
fo entfteht 

Om -Pm’ = Qqg—Pp‘, 
Pm"—-Rm = Pp” —Rr, 
Rm’ — Om“ = Rr — Qg“, 
welche Gleichungen fich Teicht in folgende umformen Iaffen: 
Q(q—m)—-P(pP—n) = 0 
P(p"—m")—-R(r—m =0 
R(’—m)—0O(g”"—m') = 0. 
In dieſer Geſtalt beziehen fie fih nun offenbar auf ein Ach⸗ 
fenfyftem, welches mit den früheren Achſen parallel ift, und 
deſſen Anfangspunft in einem beliebigen, durch die Coordinaten 
m, nı’, m“ beftimmten Bunft der Richtungslinie der Mittel- 
fraft liegt, wofern eine foldye überhaupt vorhanden if. Die 
obigen, mit Null verglichenen Ausprüde haben in Bezug auf 
die neuen Achfen diefelbe Bedeutung, wie die Größen W, 
V und U in Bezug auf die früheren; fie ftellen nämlidy bie 
Momente ber in Rebe befinblichen Kräfte gegen die mit OZ, 
OY, OX parallelen Achſen vor. Der Sinn jener Gleichun« 
gen befteht alfo darin, daß aus ber vereinigten Wirfung aller 
Kräfte Fein Beſtreben hervorgehen kann, eine Drehung bes 
Syſtems von Punkten um diefe neuen Achien zu veranlaffen, 
vorausgefeht, daß alle Kräfte auf eine einzige, ihnen gleiche 
geltende Kraft zurüdgeführt werben können. 
2) Eben fo läßt fich die im vorigen Paragraphen ger 
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fundene Bedingungsgleichung (4) für das Dafein einer Mit- 
telfraft durch Einſetzung der Werthe für U, V und W fol« 
gendergeftalt darftellen: 

PGr- Qg’) + O(Pp"—Rı) + R(Qg—Pp‘) = 0. 
Diefelbe redueirt fih aber, wenn man die Klammern auflöft 
und bie gleichartigen Glieder ‚sufammenfaßt, auf nachftehende 
Gleichung: 

PO (p" — g’)—PR(p‘ -H+ORW-n = 0, 

Die Bedingung, welche die in Rede befindlichen drei Kräfte 
durch ihre Intenfitäten und Stellungen gegen einander zu ers 
füllen haben, damit ſie einer gemeinfamen Mittelfraft fähig 
feien, befteht alfo darin, vaß die algebraifhe Summe 
ber Brodufte aus je zweien von ihnen in die Dif- 
ferenz der. Abftände ihrer Richtunglinien von ber 
@oordinatenebene, mit der fie parallel find, gleich 
Null fein muß. 

3) Für den fchon im $. 85. erwähnten befondern Wall, 
daß ſich alle drei Kräfte in einem und demſelben Bunfte 
fchneiden, hat man p'=g", p'=r’ und q=r; bie Glieder 
der vorigen Bebingungsgleichung find alfo dann einzeln gleich 
Null, und die Gleichung wird für jeden Werth von P, Q 
und R erfüllt, fo daß diefe Kräfte in dem vorliegenden Falle 
jedesmal eine Mittelkraft haben. 

4) Schneiden fi) nur zwei von den drei Kräften, etwa 
die beiden mit der Ebene XY parallelen Kräfte P und Q, 
fo find ihre Abftände p“ und q“ von biefer Ebene einander 
gleich und die vorige Gleichung reducirt fih dann auf fol- 
gende: | 

Pop —r) = QO(q—r); 
woraus eh P:Q = g—r:p'—r' ergiebt. 

Eine Mittelfraft ift in dieſem alle nur Dann möglich, 
wenn die Sntenfitäten von P und O fich umgekehrt wie bie 
normalen Entfernungen biefer Kräfte von ber dritten Kraft 

11* 
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.  R verhalten; und dieſe Bebingung kann, wie eine kleine 
Ueberlegung bald zeigt, nur Dadurch erfüllt werben, daß die 

Mittelfraft der beiden erften Kräfte mit ver dritten Kraft in 

einer Ebene liegt, und fich alfo mit dieſer Kraft ſchneidet. 


8. 89, 


In dem Vorhergehenden haben wir Die Bedingungen 
fennen gelernt, unter welchen drei Kräfte, Die im Raum eine 
rechtwinklige Lage gegen einander haben, zu einer Mittelfraft 
vereinigt werden Fönnen. Auch. ift gezeigt worden, daß im 
Allgemeinen jedes Spftem von Kräften, die nach beliebigen 
Richtungen im Raume wirfen, durch Zerlegung nach drei 
auf einander normalen Achfen immer zurüdgeführt iverden 
fann, auf drei mit diefen Achfen parallelen Kräfte, welche 
bie vereinigte Wirkung des gegebenen Syſtems in Abficht 
auf fortgehende und brehende Bewegung vollfommen erfehen. 
Daraus folgt alfo, daß Diefelbe Bedingung, an welcher das 
Dafein einer Mittelfraft für drei auf einander normalen 
Kräfte geknüpft ift, in ganz gleicher Weife auch für beliebige 
Kräfte im Raume gelten muß, von welchen jene die partiel- 
fen Mittelfräfte find.  Diefe Bedingung drüdt aber vie 
Gleichung aus: 

I. . PU+-+QV-+-RW =0, 
und wenn biefelbe auf das in 8. 84, gegebene Syſtem von 
Kräften angewendet wird, dann haben die in der Gleichung 
vorfommenden Größen folgende Bedeutungen | 
IL P= Z2ACoso; Q = ZACoso'; R= NACosa”. 
U= 3A(aCosa” — a" Cosa‘); 
I, V= 3A(a'Cosa — aCose”); 
W = 2A(aCosa’ — a’Cose). _ 

Sind diefe Ausprüde fo befchaffen, daß fie der obigen 
Gleihung ein Genüge Ieiften, dann hat das Syſtem eine 
Mittelfraft, jonft aber nicht. Im lebtern Sale ift es aber 


— — — — — — 
— — — — 
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immer möglich, die gegebenen Elemente, durch welche bie 
Kräfte des Syſtems in Abficht auf Richtung, Intenfität und 
Angriffspuntt beftimmt werben, fo zu Andern, daß dadurch 
der Widerfpruch gegen jene Bebingungsgleichung gehoben 
- wird. Hiezu bedarf es nur der Beſtimmung von einem die⸗ 
fer Elemente, das man aus der obigen Gleichung I. wie eine 
unbefannte Größe entwideln Tann. Rimmt man 5. 2. die 
Coordinate a als unbekannt an, jo Fümmt dieſe Größe nur 
in den unter III. enthaltenen Ausdrücken V und W vor, und 
wenn man fie herauszicht,. fo ſtellen ſich dieſe Ausdrücke 
alfo dar: | 
V V— aaCos«; W = W'+aACose‘, 
Subſtituirt man dieſelben in der Bedingungsgleichung J. und 
entwickelt daraus a, ſo kommt 
a PU+HQOV' RW 
A(QOCosae” —R Coseo‘)’ 
Nachdem man num biefem Refultate gemäß die als Beifpiel 
gewählte Coordinate abgeändert hat, fo iſt damit der er⸗ 
wähnte Widerfpruch gegen die Bebingungsgleichung vollftän- 
dig gehoben, und es kann nunmehr zur Beſtimmung der Mit« 
telfraft gefehritten werben. Diefelbe erfolgt demnaͤchſt nach 
ver im $. 87. gegebenen Anleitung und bietet durchaus Feine 
Schwierigfeiten mehr dar. 


8. 90. 


Bedingungen des Gleichgewichtes. In 8. 86. 
ſind die Wirkungen nachgewieſen, welche die im Raume ge⸗ 
gebenen Kräfte A, B, C, ... ꝛe. ausüben, wenn fie nicht 
im Gleichgewichte find, und zwar brüden bie dort gefunde- 
nen Gleichungen I. diefe Wirkungen in Bezug auf fortge- 
bende Bewegung nach den drei Achfen, die Gleichungen II. 
aber in Bezug auf drehende Bewegung um biefe Achſen aus. 
Werden nun die Kräfte als im Oleichgewichte voraudges 
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fegt, fo Können fie Feine von dieſen Wirkungen ausüben, und 
man muß alfo die dafür gefundenen Ausprüde fammtlich 
gleih Null fegen. Das giebt dann folgende ſechs Bedin⸗ 
gungsgleichungen: 
dA) Z’ACosa = 0; ZACosa = 0; SACosa” = 0, 
SA(a’Cos a" — a" Cosa’) = 0; 
(2) ZSAla"Cose -—aCose") =0; 
ZA(aCosae'— a’Coso) = O0. 
Die drei erften Gleichungen brüden aus, daß feine fortge- 
hende, die drei andern, daß Feine drehende Bewegung entfte- 
ben kann; alle ſechs find demnach zur Bedingung des Gleich 
gewichtes erforderlich, aber auch hinreichend. 
Mas nun die Gleichung (4) in 8.87. betrifft; nämlich 
PU+HQOV+RW =0; . 
fo fat diefe für den Fall des Gleichgewichtes von felbft fort; 
denn da die Größen P, Q, R und U, V, W in Folge der 
obigen ſechs Bebingungs-Gleichungen einzeln gleich Null find, 
fo hat die angezogene Gleichung Feine Bedeutung mehr. 
Wenn umgekehrt die erwähnten Bebingungsgleichungen 
gegeben find, fo fann man daraus fofort auf das Vorhan⸗ 
denſein des Gleichgewichtes fehließen; denn in Folge jener 
Gleichungen läßt fich jede Kraft leicht als Die entgegengefehte 
Mittelfraft aller übrigen Kräfte des Syſtems nachweifen, 
was jedoch dem eigenen Fleiße des Leſers überlafien bleiben 


‚möge. — Die obigen Gleichungen find demnach allemal als 


fichere Kennzeichen des Gleichgewichtes zu betrachten. 
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VBiertes Kapitel, 
Vom Prineip der virtuellen Gefchwindigfeiten. 





8. 91. 

Wenn man in ber Ebene, welche die „Richtungslinie 
einer Kraft A (Fig. 58.) enthält, einen beliebigen Punkt P‘ 
annimmt und biefen mit dem materiellen Punkte P, worauf 
die genannte Kraft wirft, durch eine gerade Linie PP ver- 
bindet, fo nennt man die Projection Pp biefer Berbindungs- 
linie auf die Richtungslinie PA die virtuelle Geſchwin— 
digkeit des materiellen Punktes nach der Richtung der auf 
ihn wirkenden Kraft, oder die Größe des Strebens nad 
Geſchwindigkeit. 

Das Produft aus der Zahl, welche die Größe ber 
Kraft A angiebt, in diejenige Zahl, wodurch die Länge ber 
Projection Pp ausgebrüdt wird, fol virtuelles Moment 
der Kraft heißen. Iſt nämlich der materielle Bunft P durch 
eine anderweitige Thätigfeit nach P’ gebracht, ohne daß da- 
bei die Richtung der Kraft geändert wurde, fo ſtellt die Pro⸗ 
jeetion Pp ben Weg. vor, den der materielle Punkt im 
Sinne der -auf ihn wirkffamen Kraft durchlaufen bat; d. h. 
wenn man fich vorftellt, das Beftreben der Kraft beftehe 
darin, den. materiellen Punft P der auf ihrer Richtung nor⸗ 
malen Linie XY — dem Ziele der Kraft — näher zu 
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bringen, fo wird, indem der Punkt von P nad, P’ fortge- 
rüdt if, das Stüf Pp feine Annäherung an die Linie XY 
repräfentiren. Sofern nun P einer der materiellen Punkte 
von einem ſich, im Gleichgewicht befindlichen Syſteme ift, 
fo kann die fo eben angenommene Bewegung nidyt Statt 
finden, obwohl fie von der wirffamen Kraft ſtets angeregt 
wird, und es ift aus diefem Grunde, daß man jene Projec⸗ 
tion die Größe des Strebens nah Gefchwindigfeit, ober 
virtu elle Geſchwindigkeit genannt hat. 
8. 92. 

Um die virtuellen Geſchwindigkeiten in die Rechnung 
aufnehmen zu koͤnnen, bezeichne man bie Länge PP’ (Fig. 
58.) mit x, und den Winkel, den dieſe Linie mit der Rich 
tungslinie PA bildet, mit a; fo iff 

Pp = x-Cose, 

So lange der Winfel « ſpitz iſt, wird die virtuelle Ge⸗ 
fhwindigfeit Pp pofitiv fein und auf der NRichtungslinie 
PA ſelbſt liegen; ift aber & ein ftumpfer Winkel, alfo Cos« 
negativ, fo ergiebt fih auch die virtuelle Geſchwindigkeit Pp 
negativ und füllt auf Die Verlängerung der genannten Riche 
tungslinie (Fig. 59). Im erften Falle ftellt "die virtuelle 
Geſchwindigkeit eine Annäherung zu dem Ziele der Kraft, im 
leßteren aber eine. Entfernung von demſelben vor. 

Iſt @ ein rechter Winkel, alfo die Bewegung PP’ (Fig. 
60.) fenfrecht auf der Richtung der Kraft, over parallel mit 
der auf ihr normalen Linie XY, fo ift die virtuelle Gefchwin- 
digfeit = 0, d. 5. der materielle Punkt ift diefer Linie weder 
genähert noch davon entfernt worden. 

Wenn ferner der Winkel & = 0 oder = 180°, alfo 
die virtuelle Gefchwindigfeit Pp entweder gleih xGos0 = x, 
oder gleich xCos180° =— x ift, fo hat die Bewegung des 
materiellen Bunftes P auf der Richtungslinie der Kraft ſelbſt 
Statt gefunden, und das pofitive x bezeichnet eine Annähes 
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rung, das negative aber, eine Entfernung bes materiellen 
Punktes von der Linie XY. 

Aus diefer Auseinanderfegung koͤnnen wir num, in Bes 
zug auf die algebraifchen Vorzeichen der virtuellen Momente, 
den Schluß ziehen, daß diefelben in allen Fällen pofitiv fein 
werben, wenn bie zugehörigen virtuellen Gefchwindigfeiten 
auf den Richtungslinien der Kräfte felbft; negativ hingegen, 
wenn fie auf den Berlängerungen berfelben liegen. 


$. 93. 


Das Prineip der virtuellen Gefhwindigfeiten 
ift ein ftatifches Gefeß, welches von Johann Bernoulli') 
im Anfange des vorigen Jahrhunderts gefunden, und von 
Lagrange in feiner Mecanique analytique als erſter 
Grundſatz der Statik aufgeflelt wurde, Es befleht in fols 
. gendem Lehrfage: 

„Wirfen mehrere Kräfte nach beliebigen Richtungen 

„auf ein Syſtem von Punkten und find mit einander 

‚im Gleichgewicht, fo ift für jede nur denkbare Bewer 

„gung des Syftems, fowohl fortgehende, ald aud) Dres 

„bende und Erummlinige Bewegung, jebesmal Die alges 

„braifhe Summe der virtuellen Momente gleich Null." 

Wir wollen dies Gefe in den folgenden Paragraphen 
zuerft für ein feftes, nächftvem aber für ein loſes Syftem 
von Bunkten, wie auch die Kräfte Darauf wirfen mögen, bewei⸗ 


1) Sn dem Briefe, ven Joh. Bernoulli im Sabre 1717 an Va⸗ 
signon geichrieben und den diefer in feiner: Nouvelle m&canique ou 
statique. Ouvrage posthume. Paris 1725. auf pag. 175— 176 bed 
zweiten Theils mittheilt, nennt er bie Produkte aus den Inienfitäten der 
Kräfte in die zugehörigen virtuellen Geſchwindigkeiten „Energies des 
forces“, und fagt dann, daß im Falle eines Gleichgewichted : „la somme 
des Energies alfirmatives sera ögale a la somme des Energies ne- 
gatives, prises affrmalivement.‘ 
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fen. Dabei wird fich zugleich ergeben, wiefern bie in ben 
vorhergehenden Kapiteln für ein Syſtem der erflen Art ge⸗ 
fundenen Bebingungsgleichungen auf ein Syflem der lebten 
Art Anwendung finden, oder welche Modiflationen ſie in 
dieſer Hinſicht zu erleiden haben. 


1. Beweis des Princips für ein feſtes Syſtem. 


$. 94, 


Drei Kräfte an einem Punkte wirffam. Sind 
die drei Kräfte A, B und C unter den ihnen gegenüber lie 
genden Winkeln «, 4 und > am Punkte P (Fig. 61.) mit 
einander im ©leichgewichte, jo bat man nach $. 39, bie Be⸗ 
Dingung: 


(1) A:B:C= Sina : Sinf : Siny. 


Man denke fih nun den materiellen Punkt P nach p fort- 
gerüdt, jedoch ohne dabei die Richtungen der Kräfte zu än⸗ 
dern, und fälle aus p auf die Richtungslinien PA, PB, PC 
bie Perpendikel pa, pb und pe, fo liegen die Punkte a, b, 
‚ce in der Peripherie eines Kreifes, deſſen Durchmefler vie 
Linie Pp ift, und die Sehnen Pa, Pb, Pc repräfentiren, 
zufolge der aufgeftellten Definition, die virtuellen Gefchwin- 
digfeiten Der gegebenen Kräfte. Verbindet man die Punkte 
a, b, e durch gerade Linien mit einander, fo erhält man das 
im Kreife liegende Biere Pabe, aus welchem fich, nach 
dem befannten piolemäifchen Lehrfage, folgende Oleichung 
‚entnehmen läßt: 


(2) ac-Pb = be-Pa-+ab-Pc. 


Im Dreieck abe verhält fich nun befannilich 
c:be: ab = Sinabec : Sinbac : Sinacb; 


—— — — — — 
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aber nach bekannten Lehrfägen der Geometrie iſt: 
Labc = 180°— 8; folglih Sinabc = Sin; 
Lbac =LbPce = 100°— ao; ,„ Sinbac = Sina; 
Lach = ZaPf = 180° —z: »„  Sinacb = Siny; 
folglich entfteht, wenn man biefe Werthe in der vorigen Pros 
portion fubflituirt: 

c:be:ab= Sinß: Sin« : Siny; 
oder mit Rüdficht auf die, als Bedingung des Gleichge⸗ 
wichts ftattfindende Broportion (1) 

c:be:ab=B:A:C. 

Hieraus erhält man nun leicht die Vergleichungen: 


J -2, oder be = = 2C: 5 
ab C 
* = B’ „ ab = ac- 'B° 


und wenn man dieſe Ausdrüde an die Stelle von be und 
ab in der Gleichung (2) fubftituirt, fo kommt 
acPb = ac-5-Pa + ac-2-Pc. . 
Diefe Gleichung läßt fih mit ac dividiren, und wenn man 
fie dann mit B noch multiplicirt, fo erhält man: 
B-Pb = A-Pa-+-C:Pe. 

Sofern man nun bie Kraft B nad der PB gerade ent⸗ 
gegengefegten Richtung Pb wirfen läßt, wird ſie die Mittel 
fraft der beiden anderen Kräfte A und € vorftellen, und die 
virtuelle Gefchwinbigfeit Pb ift pofitio, weil fie auf der Rich- 
tungslinie felbft liegt. Demgemäß folgt aus der obigen Gleis 
hung, daß das virtuelle Moment der Mittelfraft 
gleich ift der Summe von den virtuellen Momen- 
ten der beiden Seitenfräfte. 

Wenn man aber gegeniheild die Kraft B als mit A 
und C im Gleichgewicht feiend anfleht, fo liegt ihre virtuelle 
Geſchwindigkeit Pb nicht auf der Richtungslinie PB felbft, 
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fondern auf deren Verlängerung, und muß daher, zufolge 
$. 92., al8 negativ in der Rechnung erfcheinen. Dies wird 


auch der Zall fein, wenn man die vorige Gleichung auf- 


Null bringt, wodurch man erhält: 

0 = A-Pa—B-Pb--C-Pe, 
und dies ift die, dem Princip der virtuellen Gefchwindigfei- 
ten entfprechende Gleichung, welches alfo hiedurch für das 
Gleichgewicht dreier Kräfte an einem PBunfte beftätigt ft. 


8. 95. 
Wir haben die vorige virtuelle Momenten⸗-Gleichung 


unter ber fpecielen Vorausfegung gefunden, daß die Linie 


Pp, längs welcher die Bewegung des materiellen Punktes 
angenommen wurde, zwifchen den Richtungslinten der Seräfte 
A und C liege, wodurch die Momente diefer- Kräfte pofitiv 
wurden, während das Moment der dritten Kraft B negativ 
ausfiel. Man wird leicht einfehen, daß wenn die angenom«- 
mene Bewegung längs einer Linie erfolgt wäre, die zwifchen 
den Richtungen der Kräfte A,B oder BC liegt, alsdann 
im erften Galle die Gleichung: 
0= A-Pa-+-B-Pb—C-.Pec; 
im zweiten Falle aber die Gleichung 
0 = —A-Pa-+-B-Pb-+-C-Pc 

entftanden fein würde. 

Nimmt man ferner die Bewegung des materiellen Punk⸗ 
tes nach einer Linie Pp (Fig. 62.) an, die auf ber Rich⸗ 
tung von einer der drei Kräfte, 3. B. auf C, fenfrecht ficht, 
fo ift die virtuelle Geſchwindigkeit dieſer Kraft gleich Null; 
folglich erhält man, indem man in den vorigen Gleichun⸗ 
gen Pc = 0 fett, 

0 — * A Pa = B-Pb; oder A-Pa = B-Pb, 
woraus ſich die Proportion bilden läßt: 

A:B=Pb:Pa. 


ee U — 
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Dieſe Proportion laͤßt ſich auch leicht, unabhängig von 
ben vorigen Gleichungen, aus der Betrachtung der 62ſten 
Figur ableiten. Denn voraudgefegt, daß Pp fenfrecht auf 
PC ift, und daß man durch die, aus dem Punkte p auf die 
Richtungen der Kräfte A und B gefällten Berpendifel pa, 
pb bie virtuellen Geſchwindigkeiten Pa und Pb abgefchnit- 
ten bat, fo wird der über Pp als Durchmefler befchriebene 
Kreis durch die Punkte a und b gehen, und die Richtungs⸗ 
linie PC in P berühren. Zieht man nun die Verbindungs⸗ 
linie ab, fo verhält fih im Dreieck Pab 

Pa: Pb = SinPba : SinPab, 

Nach einem befannten geometrifchen Lehrfahe vom Kreiſe hat 
man nun: 
ZLPba = ZAPgq = 180°— 4; alfo SinaPba = Sin; 
LPab = LCPb = 180°—a;- „ SinPab = Sina; 
und daher Pa: Pb = Sinf:: Sine. 
Aber wegen des vorhandenen Öleichgewichtes verhält fich auch 

B:A= Sinf: Sine; 
folglich erhält man durch Vereinigung diefer beiden Propor⸗ 
tionen: 

A:B=Pb:Pa. 

Wenn alfo zwei Kräfte mit einer dritten Kraft, die man 
fih auch als irgend einen feſten Widerftand denfen kann, 
im Gleichgewichte find, und man nimmt eine auf die Rich- 
tung des Widerftandes C normale Bewegung an, fo verhal- 
ten fich die beiden Kräfte A und B umgefehrt wie die zu- 
gehörigen virtuellen Gefchwindigfeiten. 

Diefer befondere Sal ift unter dem Namen des Cars 
tefifchen Grundſatzes befannt. 


$. 96. 


Beifpiel zur Anwendung Man ftelle fih 5. 2. 
unter Pp (Sig. 63.) eine durchaus feſte und umbiegfame 
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Linie vor, über welcher fih ein Ring P frei bin und ber 
fchieben läßt. An diefem Ringe feien die Kräfte A und B 
fo wirffam, daß fie denfelben im Gleichgewicht erhalten; 
alsdann wird die fefte Linie nach einer auf ihr normalen 
Richtung einen Drud C erleiden, welcher der Mittelfraft 
von A und B gleich ifl. Denkt man fih nun den Ring 
durch irgend eine anderweitige Thaͤtigkeit längs der feften 
Linie von P nach p fortgefchoben, und dann von p auf bie 
Richtungen der beiden, im Gleichgewicht befindlichen Kräfte 
die Perpendikel pa und pb gefällt, fo find Pa und Pb die 
virtuellen Gefchwindigfeiten, und damit die angenommene, 
einzig mögliche, Bewegung ded Ringes nicht Statt finden 
kann, muß ſich dem Bartefifchen Grundſatze gemäß verhalten: 
A:B=Pb:Pa. 

Sind © und 4 die Winfel, welche die Richtungen der 
fraglichen Kräfte mit der feften Linie Bilden, fo bat man 
Pa = Pp-Cose und Pb = Pp Cos ; alfo . 

A:B= Cosß : Cose, 
oder A:Cosa = B-CosP. 

Diefe Vergleichung hätte man auch durch Anwendung 
des Parallelogrammes der Kräfte finden können; denn vie 
lebten Ausprüde geben die Seitenfräfte von A und B nach 
der Richtung der feften Linte, welche offenbar einander gleich 
fein müffen, wofern Gleichgewicht ftattfinden folk 


8. 97. 


Beweis des Princips der virtuellen Geſchwin— 
digfeiten für fortgehende Bewegung, wenn belie- 
bige Kräfte auf ein feſtes Syflem von Punkten im 
Raume wirfen. Es fein A, B, C + ıc. die Sntenfitäten 
der Kräfte, welche an den zu einem feſten Syſtem mit ein- 
ander verbundenen Bunften A’, B’, C’ .. ıc. wirken und 
fich gegenfeitig das Gleichgewicht halten. Laßt man dieſem 
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Eyfteme nach irgend einer Richtung bin eine fortgehende 
Bewegung machen, ohne es dabei zu drehen, fo ift Har, daß 
alle materiellen Punkte deffelben parallele und gleiche Wege 
burchlaufen, deren gemeinfchaftliche Länge wir mit x bezeichnen 
wollen. Die aus den Endpunkten biefer gleichen Wege auf 
die Richtungslinien der Kräfte gefällten Perpendikel ſchneiden 
auf denfelben die virtuellen Gefchwindigfeiten ab, und dieſe 
folfen bezüglich mit a, b, c, -+- 2c. bezeichnet werben. 

In Bezug auf fortgehende Bewegung überhaupt finden 
nun nad) $. 90. drei Bedingungsgleichungen bes Gleichge- 
wichts ftatt, von welcher die Gleichung 
ZACosa = A-Cose + B-Cosß + C-Cosy + 11. = 0, 
für diejenige Richtung gilt, gegen welche die Kräfte unter 
den Winkeln &, Pf, y -- 26. geneigt find. Nimmt man bies 
felbe mit der Richtung der willfürlich veranlaßten Bewegung 
des Syſtems parallel an, was allemal zuläffig ift, fo werben 
a, Ps * X. zugleich die Winkel fein, welche die von ber 
materiellen Punkten befchriebenen Wege mit den Richtungs- 
linien der Kräfte bilden, und Die Brodufte x-Cosa, x-Cosß, 
x-Cosy + X. drüden, mit Rüdficht auf 8. 92., nach der 
Reihe die virtuellen Gefchwindigfeiten a, b, c +» 2c. dieſer 
Kräfte aus. Um alſo den vorliegenden Zweck zu erreichen, 
hat man nur nöthig, die vorhin als Vorausfegung angeführte 
Bedingungsgleichung des Gleichgewichts mit der Länge x zu 
multipliztren, wodurch man erhaͤlt: 

AxCos«e +BxCosß-+ CxCosy + c. = 0, 
und indem man darin für xCose, xCosß, xCosy.- ıc 
bie gleichen Werthe a, b, c--- ıc. einfegt, fo ergtebt fich Die 
virtuelle Momentengleichung 
Asa+Bb+Cc+r - x. = 0, 

welche nunmehr, mit Berüdfichtigung der algebraifchen Vor⸗ 
zeichen, das Princip der virtuellen Gefchwindigkeiten in Bes 
zug auf fortgehende Bewegung ausfpricht, 
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Hätte man fämmtliche Kräfte als parallel mit einander 
vorausar'.gt, fo würbe der obige Beweis noch einfacher aus⸗ 
gefalle Aſein, weil dann nicht blos die mit x bezeichneten, 
Wege :« Angriffspunfte, fondern auch deren Projektionen 
auf dir "Richtungslinien der Kräfte, d. 5. die virtuellen Ges 
fchwindigfeiten der letztern, fich als gleich ergeben hätten. Auch 
erhellet leicht, daß der Beweis ganz eben fo für Kräfte gilt, 
die nach beliebigen Richtungen auf einen ‘und denfelben Punkt 
wirfen, 

Uebrigens verdient bemerkt zu werben, daß bie obige 
Herleitung von der Größe der angenommenen Parallelbewe⸗ 
gung ganz unabhängig ift, was bei einer Frummlinigen 
Bewegung, zu deren Betrachtung wir fogleich übergehen wer- 
den, allgemein genommen nicht mehr der Fall ift. 

$. 98. 

Beweis des Principe für drehende Bewegung ° 
um fefte Achfen. Es wurde vorhin bemerkt, daß das 
Prineip der virtuellen Gefchwindigfeiten in Bezug auf fortge- 
hende Bewegung, wobei die materiellen Punfte des feften 
Syſtems parallele und gleiche Wege burchlaufen, von ber 
Größe diefer Bewegung ganz unabhängig fei, fo daß die ge- 
nannten Wege beliebig groß over Flein angenommen werden 
koͤnnen. 

In Bezug auf drehende Bewegung, welche jetzt der Ge⸗ 
genſtand unſerer Betrachtung ſein ſoll, muß nun aber eine 
Befchränfung eintreten, darin beſtehend, daß wir nur unend⸗ 
lich Heine Ortöveränderungen der materiellen Bunfte voraus⸗ 
ſetzen. Daß hierdurch der Allgemeinheit des zu beweifenden 
Geſetzes Fein Eintrag gefchieht, wird fofort einleuchten, fobald 
man nur die Vorausſetzung eines vollkommenen Gleichge- 
wichtes vor Augen behält. Denn find die auf das Syſtem 
wirfenden Kräfte mit einander im &leichgewicht, fo Fönnen 
fie überhaupt feine, felbft nicht unendlich Kleine Ortsveraͤnde⸗ 
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"rungen hervorbringen, und umgefehrt, finden dieſe nicht flatt, 


fo find die Kräfte gewiß im Gleichgewicht. Dabeg-ift nicht 
zu überfehen, daß der erfte Anfang einer jeden B wegung 


immer nur in einer unendlich Heinen Ortsveraͤnderu ü: befle- 


ber Tann. 228 

=. Bon der oben erwähnten Einſchraͤnkung iſt indeſſen ein 
befonderer Fall ausgenommen, derjenige nämlich, wo bie 
gegebenen Kräfte normal an unbiegfamen Linien wirken, bie 
hinfichtlich. der angenommenen Drehachfe ihre Hebelsarme, im 
Sinne der in $. 60 gegebenen Definition, vorftellen; über 
dies müflen ihre Richtungslinien entweder alle in einer Ebene, 
oder in parallelen Ebenen liegen, auf welchen die Drehachfe 
fenfrecht ift. Diefer befondere Fall findet unter andern flatt, 
wenn die Richtungslinien der Kräfte Tangenten zu parallelen 
Kreifen bilden, deren Mittelpunfte in der gemeinfchaftlichen 
Drehachſe liegen; oder, wenn man fich jene NRichtungslinien 
als vollfommen biegfame Faͤden denkt, welche über die Ums 
fänge paralleler, mit einer gemeinfamen Drebachfe zu einem 
feften Syſtem verbundener Kreisfcheiben gelegt find. Der fols 
gende $. ift der nähern Erörterung diefes Falles gewidmet; 


8. 99, 

Es fein A, B, C... ⁊c. die Sntenfitäten der gegebenen 
Krafte; PA=a, PB =b, Pl’=c ...ı. (Fig. 64) 
die unbiegfamen Linien, an deren Endpunkten die Kräfte nach 
Richtungen wirken, die auf den genannten Linien normal 
find. Dabei fann man. fi vorftellen, daß die Nichtungs- 
linien A'A, B’B, C’C... ıc. entweder alle in der Ebene 
legen, worin fie gezeichnet find; oder, daß fie ſich in ver- 
fchiedenen Ebenen befinden, bie mit jener parallel find, Im 
Iegteren Balle Tann man fid) unter den Linien A'A, BB, 
CC... 1. die Brojectionen der Richtungslinten auf die Ebene 
ber Tafel denken; fo wie der Punkt P die Profection ber, 
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auf ben genannten Ebenen ſenkrechten Drehachſe vorftellt. Fer⸗ 
ner muß man ſich die Angriffspunfte A’, B', C’... x., oder, 
was daffelbe if, die parallelen Ebenen, worin die wirffamen 
Kräfte befinblich find, mit einander in einer fo feften Verbin» 


dung benfen, daß feine berfelben eine drehende Bewegung 


annehmen kann, ohne Daß alle andern fich gleichzeitig mit 
drehen. 

Dies vorausgefept, wollen wir nun annehmen, das 
Syſtem habe eine beliebige Drehung um die Achfe P erlitten; 
dann werden alle Angriffspunfte concentrifche Bögen A’A”, 
B'B", C'C"... ıc. befchreiden, die zu demfelben Drehungs⸗ 
winfel ꝙ gehören. Damit nun bie Kräfte in Bezug auf 
diefe angenommene Drehung im Gleichgewichte feien, fo findet 
befanntlich die ftatifche Momenten» Gleichung ftatt: 

cl) Aa+-Bb+Cco+. ee. =0. 
Multiplieirt man dieſe Gleichung mit Sinp, fo entſteht 

AaSin ꝙ Bb Sin ꝙ Cc Sinꝙ -... X. = 0. 

Sofern nun die Kraͤfte in der veränderten Lage des 


Syſtemes noch mit ihren urfprünglichen Richtungen parallel 


wirfen, werben die Producte aSinp, bSinp, cSinp... ıc. 
ihre virtuellen Geſchwindigkeiten A'a’, B'b‘, C’c’...2c. dar« 
ftellen, und wenn man, diefe nach der Reihe mit a’, b, c‘.. ır. 
bezeichnet, fo hat man | 

(2) Ad Bb 4Ce +... ı. = 0; 
eine Gleichung, welche das Princip der virtuellen Geſchwin⸗ 
digfeiten in Bezug auf Drehung ausfpricht. 

Es wurde fo eben vorausgeſetzt, daß die Richtungen 
der Kräfte während der Drehung nicht geändert find. Bleiben 
aber die Lebteren an den Bögen, die ihre Angriffspunfte be= 
fehreiben, ſtets tangential wirkfem, fo multiplieire man bie 
ftatifche Momenten« ©leichung 

Aa-+Bb+Cc+.. ı. = 0 
mit ꝙ, wo der gemeinfchaftliche Drehungswinfel ꝙ in Bo⸗ 
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genmaaß für den Halbmefler = 1 zu verfichen ift; alsdann 
- kommt 
Asy+Bbpy+-Ccyo+..w. =0, 
Run find, wie man leicht aus der Figur .fehen Tann, bie 
Producte aꝙ, bp, cp...ı. nichts anderes, als die von ben 
Angriffspunften befchriebenen Bögen A’A”, B’B", C’C”... ıc. 
für die Halbmefler a, b, c... 20.5 folglich hat man, indem 
man biefe Bögen mit a, P, y...2c. bezeichnet; die Gleichung 
(3) Aa+BP+CyH+..=0. 
d. 5. wenn das Syſtem von Kräften im Gleichgewichte iſt, 
und man benft fich durch eine anderweitige Thätigkeit eine 
brehende Bewegung erzeugt, fo ift die algebraifche Summe 
der Producte, die man erhält, indem man die Intenfitäten 
der Kräfte mit den von ihren Angriffspunften befchriebenen 
Bögen multiplicirt, gleich Null. 


$. 100. 


Nachdem wir im vorigen Paragraphen das Princip ber 
virtuellen Gefchwindigkeiten für den befondern Fall bewiefen 
haben, wo eine Drehung von beliebiger Größe zuläffig war, 
wenden wir und jebt zu dem allgemeineren Ball, wo bie 
Kräfte auf ein ganz beliebiges Syſtem von Punkten wirfen. 
Hiebet muß nun bie Einfchränkung eintreten, von welcher in 
8.98 die Rede war, fo wie wir auch die im vor. 8. gemachte 
Borausfegung, daß die Richtungslinien aller Kräfte entiweber 
in einer und berfelben, oder in parallelen Ebenen enthalten 
find, vorläufig .noch beibehalten müffen. 

ZU dem Ende fein A, B, C... ıc. die Intenfitäten der 
Kräfte, welche auf die materiellen Punkte A, B', C’... x. 
(Big. 65) nach verfchledenen Richtungen wirken. Die Rich⸗ 
tungslinien A'A, BB, C’C ... ze. mögen fich mit den ges 
‚nannten materiellen Punkten in berfelben Ebene befinden, 
welche die ber Yigurentafel fein mag. 
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Rimmt man nun an, daß diefe Ebene eine unendlich 
fleine Drehung um irgend einen ihrer Punkte P, durch ben 
man fich eine fefte Achfe normal auf der Ebene zu benfen hat, 
erlitten babe, fo befchreiben die Angriffspunkte concentrifche 
Bögen AA“, B'B", C’C”... ıc., die zu demfelben Dre- 
hungswinfel ꝙ gehören. Die von den Punkten A”, B", 
cc”... 2. auf die Richtungslinien der Kräfte gefällten Per- 
pendikel beſtimmen auf ihnen die virtuellen Gefchwindigfeiten 
> A’a', B’b‘, C’e’ ... ꝛc. der gegebenen Kräfte, und es Tommt 
nun darauf an zu beweiſen, daß die Gleichung ftatt findet: 

A-Aa'+-B-Bb + C-Ccdr.. .=0.' 

Damit nun in Bezug auf jede mögliche Drehung, und 
alfo auch Hinfichtlich der fu eben angenommenen, ein Gleich— 
gewicht vorhanden fei, hat man nach $. 82 (3) die Bebin= 
gungs/Gleichung: 

Aa+-Bb-+-Cc-+..ı. = 0; 


wo a, b, c ... ıc. die Hebelsarme der Kräfte, alfo die Län 
gen der vom Drehungspunfte P auf ihre Richtungslinten 
gefältten Perpendikel PA, PB, PC, ... ıc. bebeuten, 
Die Längen der von den Angriffspunften befchriebenen 

Kreisbägen können wie folgt ausgedruͤckt werben: 
AA = PA'.9; B'B" = PB':9; C’C" = PC’; x. 
wofern man 9 in Bogenmaaß für den Halbmefier = 1 ver- 
fteht, und da die genannten Bögen als unendlich Flein gedacht 
werben, fo fann man fie als gerade Linien betrachten, die 
auf den Verbindungslinien PA’, PB’, PC’ .,. ıc. der An« 
griffspunfte mit dem Drehungspunkte P normal find.” Unter 
diefer Borausfegung laffen fih folgende Dreiede Leicht ale 
ähnlich nachweiſen: 

AA'PA, co AA'A'a'; 

AB'PB, co AB'B"b‘; 

AC'PC, vo AC’'C"c; u. f. w. 
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weit fie nämlich alle rechtwinklig, und ihre homologen Seiten 
auf einander fenfrecht find. Hieraus ergeben fih nun bie 
Proportionen: 

PA’: PA, = AA": Al); 

PB’ : PB, = B'B“ : B'b'; 

PC': PC, = CC" : Cd; u. ſ. w. 
oder, wenn man für bie Hebeldarme PA,, PB, PC,..ıc 
und für die Bögen AA", BB", C'C"... ⁊x. die entiprer 
chenden Werihe von vorhin einfebt: 

PA’:a= PA'„p: A'a'‘; 

PB':b= PB’»9: B'b‘; 

PC':c=PC9:Cc; u. ſ. w. 
Aus dieſen Proportionen findet man folgende Werthe der 
unendlich kleinen virtuellen Geſchwindigkeiten: 

Ad - aꝙ; Bb’ by9; Ce =cy; u.ſ. w. 
Wenn man alſo die ſtatiſche Momenten⸗Gleichung, welche 
das Gleichgewicht in Bezug auf Drehung bedingt, mit dem 
Maaße ꝙ des Drehungswinkels multiplicirt, fo erhält man 

Aay+B-hby-+Ccp+r:- ı. = 03 
oder mit Rüdficht auf die vorigen Bergleichungen: 
A-Aa’+-BBb' +-C-Cc + -- 1. = 0; 
welches die dem Brincip der virtuellen Gefchwindigfeiten ent⸗ 
fprechende Gleichung ik. 

‚Beiläufig verdient hier bemerkt zu werben, Daß man für 
Kräfte in einer Ebene immer die virtuellen Gefchwinbigfeiten 
in Bezug auf drehende Bewegung erhält, wenn man bie He- 
beldarme mit. dem sum Drehungswinfel gehörigen Bogen ? 

(für den Halbmeffer = 1) multiplicht. 
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Überblitt man ben Gang des obigen Beweiſes noch 
einmal, fo wird man leicht die Bemerkung machen, daß es 
nicht unumgänglich nöthig war, die Richtungslinien ber 
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Kraͤfte als alle in derſelben Ebene befindlich vorauszu⸗ 
ſetzen; vielmehr gilt der Beweis auch ganz eben ſo, wenn 
jene Richtungslinien in verſchiedenen Ebenen liegen, wofern 
diefe Ebenen nur unter . einander parallel und auf der ges 
meinfchaftlichen Drehachfe rechtwinklig find. Dagegen müffen 
die materiellen Bunfte, worauf die Kräfte wirfen, in einer 
durchaus fehlen Verbindung mit einander gedacht werben, 
damit fie fich zugleich durch Ähnliche, dem Drehungswinfel p 
angehörige Bögen bewegen. 

Ferner Ieuchtet ohne Weiteres ein, baß der vorige Be⸗ 
weis von den Richtungen der Kräfte ganz unabhängig ift, 
und daß er alfo auch, ohne irgend eine Anderung, gültig 
bleibt, wenn. man die befondere Vorausſetzung macht, die 
Kräfte feien alle mit einander parallel. Das Brincip der 
virtuellen Gefchwindigfeiten in Bezug auf Drehung ift daher 
nunmehr fowohl für nicht parallele ald auch für parallele 
Kräfte bewiefen; jedoch unter der Bebingung, daß deren 
Richtungslinien entweber in einerlei Ebene, oder in verfchies 
denen unter einander parallelen Ebenen legen, auf welchen 
die Drehachſe fenfrecht 

. 102. 

Es bleibt uns nun * übrig, das Princip der vir⸗ 
tuellen Geſchwindigkeiten für Kräfte zu beweifen, welche nach 
beliebigen Richtungen im Raume, auf ein feſtes Syflem von 
materiellen Punkten wirken. 

Denft man fi mit dem Syſtem von Punkten irgend 
eine fefte Achfe verbunden, um welche eine unenblich Fleine 
Drehung ftatt gefunden habe, fo durchlaufen alle mate 
rielen Punkte Kreisbögen, die zu demfelben Drehungswinfel 
gehören. Die Mittelpunfte diefer Bögen Liegen fämmtlich 
in der Drehachfe, und die Bögen felbft befinden ſich in par- 
allelen Ebenen, welche, durch die Angriffspunfte gehend, auf 
der Achfe ferifrecht find. 
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Man zerlege nun jebe- von den gegebenen Kräften A, B, 
C... ⁊x. in zwei, auf einander normale Seltenfräfte, von 
denen bie eriteren A”, B", C”...2c. auf den parallelen Eher 
nen fenfrecht, die anderen A’, B', C’... x. aber in. biefen 
Ebenen felbft, und zwar nach den Richtungen der Projectio⸗ 
nen der gegebenen Kräfte auf fie, wirken. Die Kräfte A”, 
HB“, O“... 0. find mit der Drehachſe parallel, und wirken das 
ber nicht mit. auf Drehung um biefelbe; die andern Kräfte 
A’, B', C’ ... x. fönnen nur allein ein Beftreben zur Dres 
bung haben, und fie müflen daher in biefer Beziehung unter 
fih im Gleidhgewichte fein. Aber da fich dieſe Kräfte in 
parallelen auf der Achfe normalen Ebenen befinden, fo ift, nach 
den beiden vorhergehenden Paragraphen, die Summe ihrer 
virtuellen Momente gleih Null; d. h. wenn man bie auf 
ihren Richtungen genommenen virtuellen Gefchwindigfeiten 
mit a’, b', c’... 2c. bezeichnet, fo hat man als Folge des 
vorausgeſetzten Gleichgewichtes: 

Aa +-Bb+- Cd + 1 = 0, 

Es foll nun gezeigt werben, daß die in biefer Gleichung 
enthaltenen virtuellen Momente der Seitenfräfte A’, B', 
C.... x., denen der gegebenen Kräfte A, B, C ... ac. felbft 
nach der Reihe gleich find. Zu dem Ende fei, in. der per- 
fpectivifchen Zeichnung Fig. 66, P der Angriffspunft und 
PA die Richtungslinie der Kraft A; ferner fe XY die 
Drehachſe, Pp der von dem Angriffspunfte befchriebene Bogen, 
defien Mittelpunft in V liegen mag. Sn der Ebene PVp 
. Diefes Bogens liegt die Seitenfraft A‘, während bie andere 
A” auf diefer Ebene fenfrecht fteht, und alfo mit ver Achſe XV 
parallel ift. Übrigens erhält man. beide Seitenfräfte durch 
Eonftruction des rechtwinfligen, auf der Ebene PVp nor- 
"malen PBarallelogrammes AA'PA”, deffen Diagonale PA 
die Kraft A vorftellt. | 
Man fälle aus p auf die Richtungslinien ber Kräfte A 
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und A’ die Perpendikel pa und pa’, fo erhält man dadurch 
die virtuellen Gefchtwindigfeiten Pa = a und Pa’= a’ Diefer 
Kräfte”). Die Linie pa’ fieht perpenbifulär auf der Ebene 
des Parallelogrammes A’A", alfo auch die Ebene bes 
Dreiecks paa’. Da nun die Gerade Pa, zufolge der Con⸗ 
firuction, rechtwinklig zu pa ift, fo wird fie auch auf ber 
Ebene des Dreieds paa’, folglich auch auf aa’ perpenbifulär 
fein; und daher ift APaa’ bei a rechtwinklig, Auch if 
APAA’ bei A’ rechtwinklig, und weil beide genannte Dreiede 
überdies noch bei P. einen gemeinfchaftlichen Winfel haben, 
fo find fie einander aͤhnlich. Demnach verhält ſich: 
PA: PA’= Pa’ :Pa, 
ober A: Mo a: 3; 
woraus folgt Aa’ = As; 
d. h. das virtuelle Moment der Seitenfraft A’ ift ste dem 
pirtuellen Moment ber gegebenen Kraft A. Dies Gefeb läßt 
fich ganz in derfelden Art für alle übrigen Sräfte B,B’; C,C’...ıc. 
beweifen, und daher hat man die virtuelle Momenten -©leis 
hung 
Aa+-Bb+r-Cc+...=0; 
wofern nämlich a, b, c...ıc. die virtuellen Gefchwindigfeiten 
der gegebenen Kräfte find. | 
Diefer Beweis ift von den Richtungen der Kräfte ganz 
unabhängig, und gilt daher ganz in derfelben Art für par⸗ 
allele Kräfte in verſchiedenen Ebenen. 


*) Der größeren Dentlichfeit wegen iſt in Fig. 67 noch eine andere 
Anſicht dieſer Conſtruction im Raume, in der Projection normal auf die 
Ebene des rechtwinkligen Parallelogrammes AAPA“, gezeichnet. Hier er⸗ 
ſcheint die auf der Drehachſe ſenkrechte Ebene PVp, worin die drehende 
Bewegung bed materiellen Punktes ftatt gehabt, als bie gerade Linie Pa‘; 
der Punkt p liegt fentrecht über a’, fo daß Pa’ vie Projection des Bo⸗ 
gend Pp, und a’a die Projection tes von p auf die Richtungslinie PA . 
gefällten Perpenbifeld if. Die Vergleichung biefer Figur mit der vorigen 
wirb das Folgende deutlicher machen. 
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Gültigkeit des Princips für eine beliebige 
frummlinige Bewegung. In dem Vorhergehenden haben 
wir das Princip der virtuellen Oefchwindigfeiten für ein 
feftes Syſtem von Punkten fowohl in Bezug auf fortgehenbe, 
als drehende Bewegung bewiefen. Allein daſſelbe gilt auch 
für jede Frummlinige Bewegung, wie fehon daraus hervor- 
geht, daß bei einer unendlich Heinen Ortöveränderung bes 
Syſtems die von den verfchiedenen Punkten deſſelben befchries 
benen Eurvenelemente als unendlich Fleine Kreisbögen, jene 
Bewegung felbft aljo als eine Art Drehung betrachtet werben 
fann. Statt aller weiteren Demonftration fol hier nur ein 
Beifpiel zur Erläuterung gegeben werben, wozu wir die Aufs 
gabe wählen, von welcher fchon in den 88. 72 und 83 mit 
Bezug auf Fig. 40 die Rede gewefen ift. 

Anftatt der beiden Ebenen AC und BC, gegen welche 
fih der mit dem Gewicht P belaftete Stab AB ftüßt, denke 
man ſich die Kräfte x, y und z angebracht, die den Wirs 
fungen des Stabes in beiden Stüßpunften gleich und. ent⸗ 
gegengefept find. Man hat dann, wie in $. 83, ein Syſtem 
von vier mit einander im Gleichgewicht befinplichen Kräften, 
nämlich y und z nach horizontaler, x und P nad) vertikaler 
Richtung, und zwar bei jevem Paare die eine Kraft im ent» 
gegengefegten Sinne der dnbern wirkſam. Läßt man nun 
pen feften Stab zuerft nad) horizontaler, dann nach vertifa- 
ler Richtung, jedesmal parallel mit fich felbft, um ein belies 
biges Stück fortrüden, fo werben bei ber erften Bewegung 
die virtuellen Gefchwindigfeiten der Kräfte x und P glei 
Null, die der Kräfte"y und z aber, auf deren Richtungslis 
nien die Angriffspunfte derſelben fortgerüdt find, gleich und 
entgegengefebt ausfallen; während bei der zweiten Bewegung 
das Umgefehrte ftatt finden wird. — Da bei jeder fortgehen« 
den Barallelbeivegung die Größe derfelben, nach 8. 97, beliebig 
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angenommen werben Tann, fo wollen wir fie für beide Fälle, 
der Kürze halber, gleich 1 annehmen, und zwar +1 oder 
— 1, je nachdem fich die Kräfte bei jenen Berwegungen ihrem 
Biele genähert oder fich von demfelben entfernt haben. Mit 
NRüdficht darauf ergeben ſich dann fofort die Öleijungen: 

y-zı=(0; dajy=z; 

xs-P = 0; » x=P; 

was auch mit den in 8. 83 gefundenen Ergebniſſen übers 
einftimmt. 

In Betracht, daß nach 8.82 in dem vorliegendem Falle 
nur zwei Bebingungsgleichungen des Gleichgewichtes in Ber 
zug auf fortgehende Bewegung zuläffig find, darf man 
hier auch nicht mehr als zwei Bewegungen diefer Art gefche- 
ben laſſen. Um daher noch eine dritte ©leichung zur Bes 
fiimmung der drei Unbekannten x, y und z zu erhalten, 
nehme man an (Fig. 68), das untere Ende des Stabe8 AB 
gleite auf dem horizontalen Boden von A bis A’, während 
das obere Ende von B bis B’ längs der vertifalen Wand 
berabftreift, fo daß der Stab in die Lage A’B’ fommt. Bel 
-einer ſolchen Bewegung befchreiben alle Punkte des Stabes 
efliptifche Bögen, welche C zum gemeinfchaftlichen Mittelpunkt 
haben, und dies gilt folglich ebenfo von der Curve, in wels 
cher der Bunft D nad) .D’ fortgerüdt if. Bildet man alfo 
“von leßterer Burve die Projection auf die Richtungslinie der 
Kraft P, Indem man den Perpendifel D’d auf dieſelbe fäht, 
fo ift Dd die (poſitiv zu nehmende) virtuelle Gefchwindigfeit 


diefer Kraft. Die der Kraft y ift gleih AA’, negativ ger 


nommen, während die virtuellen Gefchwindigfeiten der Kräfte 
x und z gleich Null find, da fich die Angriffspunfte. der letz⸗ 
teren ſenkrecht auf deren Richtungslinien fortbemegt haben. 
Demgemaͤß ergiebt ſich die virtuelle Momentengleichung: 
—y-AA'+-P:Dd = 0; 
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Dd 
Jar 
Bezeichnet © den urfprünglichen Neigungswinfel BAC 
des Stabes, «’ den Winkel BA C in der veränderten Lage 
defielben, und fest man wie früher AB= a, AD=b, 
fo ergeben fich die obigen virt. Gefchwindigfeiten leicht fol⸗ 
gendermaßen aus der Figur: 
Dd = AD: Sine - A'D'. Sina’ = b(Sina — Sinc’), 
AA'= A’B':-Cosa’— AB- Cosa = a(Cos@'—Cose). 
Subftituirt man diefe Werthe in den Yusdrud von y, 
fo fümmt: 
| .b Sin« — Sin «’ b @-r a 
mr Toa— Cosa ar CZ 
wenn man für die Differenzen der Sinus und Cofinus bie 
befannten Formeln der Trigonometrie einfegt, wo dann 
2Sin- im Zähler und Nenner ald Factor vorkommt, 
und daher fih hebt. Nun fei ꝙ der Winfel zwifchen den - 
Linien AB und A’B’, um welchen alfo die Stange bei der 
flättgehabten Bewegung aus ihrer urfprünglichen Lage gedreht 
worden if, p it a! = a—g; dahberäle- ra) = a —igp; 
und mithin 


woraus folgt: P. 





y _ ep. Cotg(œ —39). 


Sofern es fih aber hier um eine Bewegung handelt, bei 
welcher die verfchievenen Bunfte des Syſtems nicht parallele 
und gleiche, fondern gewiffe Frummlinige Wege durchlaufen, 
fo ift, wie bei der Drehung um fefte Achfen ($. 98), nur 
eine unenblich Kleine Orisveraͤnderung zulaͤſſig. Daher muß 
in dem obigen Ausdrude p = 0 gefeht werden, wodurch 
derſelbe fih auf 


y- PP. Cotga 
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rebueirt, übereinflimmend mit dem durch die früheren Metho- 
den gefundenen Refultate. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, daß die obige Auflö- 
fung keinesweges fürzer iſt, als die früher mitgetheilten; eine 
einfache Vergleichung Iäßt vielmehr das Gegentheil erfehen. 
Sie ift hier nur deshalb vorgetragen, um baran die Guͤltig⸗ 
feit des Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten auch für 
eine beliebige Frummlinige Bervegung zu erläutern. 


I. Beweis des Principe für ein loſes Syſtem. 


8. 104, 


Gleichgewicht eines loſen Syſtems von Bunf- 
ten überhaupt. Bei den Unterfuchungen über das Gleichge⸗ 
wicht der Kräfte, welche ven Inhalt der vorhergehenden Kapitel 
ausmachen, haben wir ftet ein feftes Syftem von PBunften 
vorausgefeßt, und in Bezug auf ein folches gewiſſe ©lei- 
chungen gefunden, die in jedem befonvdern Falle als fichere 
Kennzeichen des vorhandenen Gleichgewichtes zwifchen den 
Kräften zu betrachten find. Da wir aber fünftig öfter in 
den Ball Fommen werden, veränderliche oder lofe Syfteme 
von Punkten einer ähnlichen Behandlung zu unterwerfen, fo 
bleibt. hier noch die Erledigung der Frage übrig, in wiefern 
die früher für ein feftes Syftem gefundenen Bebingungsglei- 
hungen des Gleichgewichtes auf ein loſes Syſtem Anwen- 
dung finden, oder ob dabei in. Rüdficht der Möglichfeit einer 
Sormänderung des letztern gewiſſe Modifikationen eintreten 
müffen. 

Unter einem loſen oder veränderfichen Syſtem iſt aber 
nach $. 2 ein foldhes zu verftehen, deſſen Punkte zwar fo 
miteinander verbunden find, daß die Wirkung einer Kraft auf 
einen diefer Punkte zu allen übrigen fortgepflangt wird, jedoch 
ohne babei eine Änderung in der gegenfeitigen Lage ber 
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Punkte auszufchliegen. Ein derartiges Syſtem kann auf fehr 
mannigfaltige Weiſe zufammengefegt fein, worauf es jedod) 
bier nicht weiter anfommt. Um indeß einen beftimmten Fall 
vor Augen zu haben, denfe man fich 3. B. eine gewifle An- 
zahl materieller Punkte, von denen jeder mit allen übrigen, 
oder auch. nur mit einigen der letzteren, durch vollfommen 
biegfame, undehnbare Faden verbunden ff. Denft man fich 
nun die fo verbundenen Bunfte der Einwirkung verfchlepener 
Kräfte unterworfen, fo ift Har, daß ihre Lage gegen einan- 
ber durch die Befchaffenheit der letzteren bedingt fein muß, 
daß alfo die Außere Geftalt des Syftems nah Maaßgabe, 
wie die einwirfenden Kräfte in Bezug auf Richtung und 
Sintenfität fich ändern, eine ſtets wechfelnde ift. Sobald aber 
biefe Kräfte mit einander ins Gleichgewicht gefommmen find, 
wird fich auch Die Lage der ihrer Einwirkung unterworfenen 
Punkte firirt haben, und das ganze Syſtem hat alſo dann 
eine beftimmte Geftalt gewonnen, weldje der Berbindung 
zwifchen feinen Punkten wie der Beſchaffenheit der Kräfte 
entfpricht. Und da Daffelbe die einmal angenommene Ges 
ftalt nicht ändern kann, fo lange das erwähnte Gleichgewicht 
fortbefteht, jo verhält e8 ſich in dieſem Zuftande wie ein feftes 
Syſtem von. Punkten; denn das Gleichgewicht zwifchen ben 
Kräften wird offenbar nicht geftört, wenn man fich die bieg« 
famen Fäden, welche die materiellen Punkte mit einander 
verbinden, als feſte und fleife, wenngleich gewichtloſe, Stäbe 
denkt. | 
Als Grgebniß der vorflehenden Betrachtungen koͤnnen 
wis alfo den Schluß ziehen, daß dieſelben Gleichungen, welche 
bei den früheren Unterfuchungen für ein feftes Syftem von 
Punkten gefunden wurden, aud) gültig bleiben für ein Iofes 
Syſtem, das fich unter der Einwirkung gegebener Kräfte im 
Gleichgewichte befindet. Sind alfo die Iegteren parallel mit 
eimander, fo kommen die im 8. 70 ober 77, und wenn fie 
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nicht parallel find die in 8. 82 oder 90 gefundenen Bedin⸗ 
gungsgleihungen bed Gleichgewichts in Anwendung, je nach« 


dem die Richtungslinien der Kräfte in einer und berfelben | 


oder in verſchiedenen Ebenen liegen. 


$. 105, 


Man denke fi nun eine gewiſſe Anzahl von materiellen 
Bunften fo mit einander verbunden, wie es im vorigen $. 
angegeben wurde, und fee voraus, daß an jedem derſelben 
beliebig viele Kräfte nach verſchiedenen Richtungen wirken, 
fo bat man eben fo viele Syſteme von Kräften als materielle 
Punkte gegeben find. Bon diefen Kräftefpftemen fei Feins für 
fih allein im Gleichgewicht, wogegen vorausgefeht werben 
fol, daß die Wirkung eined jeben berfelben vermöge ber 
Berbindung zwifchen den materiellen Punkten durch die Ge⸗ 
fammtwirfung aller übrigen. Syfteme aufgehoben wird. 

Offenbar Tann dies nicht anders gefchehen, als indem 


fich nach, ven Richtungen der Fäden, durch. welche die Wir⸗ 


fung auf einen der Punkte nach den mit ihm verbundenen 
fortgepflanzt wird, gewiſſe Spannungen erzeugen, welchen bie 
Fäden vermöge ihrer Undehnbarkeit zu widerftehen haben. 
Diefe Spannungen pflegt man die innern Kräfte zu nen⸗ 
nen, im Gegenſatze zu den äußern Kräften, worunter 
man diejenigen begreift, die an den materiellen Punkten 
angebradt find. Dean Fönnte jene auch paffive,. biefe 
aber active Kräfte nennen, da erflere nur als Widerftände 
von letzteren hervorgerufen, nicht aber felbfithätig find, d. h. 
feine Bewegung erzeugen, fondern bie von den äußern ober 
activen Kräften angeregte Bewegung nur verhindern koͤn⸗ 
nen. — Sofern wir nun das ganze Syften von Punkten 
als im Gleichgewichte voraufeben, in welchem es alfo zu ei⸗ 
ner beſtimmten Geſtalt gekommen ift, fo leuchtet ein, daß dies 


fe Gleichgewicht nur- unter der Bebingung beftehen kann, 


un — 
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Daß jeder Faden nach entgegengefegter Richtung gleiche Laͤn⸗ 
genfpannungen- erleidet: Denn würde irgend ein Faden, wel⸗ 
cher zwei materielle Bunfte verbindet, nach ber einen Rich- 
tung: flärker ald nach der entgegengefeßten Richtung gezogen, 
fo müßte er fih im Sinne des flärferen Zuges fortbervegen, - 
was offenbar eine Formänderung des Syſtems zur nothwen⸗ 
digen Folge -haben würde. 

Um dies noch anfchaulicher zu machen, betrachte man 
(Fig. 69) die beiden durch einen undehnbaren Baden ver- 
bundenen Punkte M, und M,, an welchen die dußern Kräfte 
A,A,,A.... und B,B,,Ba...ıc. wirken, fo find das zwei 
Spfteme, die fich gegenfeitig vermittelt des Fadens MM, 
das Gleichgewicht halten, während jedes Syſtem für ſich ges 
nommen, der Borausfegung gemäß, nicht im Gleichgewichte 
iſt. Bezeichnet daher S die Mittelfraft des einen, T die des 
andern Syſtems, fo ift Far, daß das vorausgeſetzte Gleichge⸗ 
wicht auch zwifchen dieſen beiden Mittelfräften beftehen muß, 
was aber nach $. 13 nur möglich ifl, wenn S und T ein« 
ander gleich und gerade entgegengefegt find. Die Richtungs⸗ 
linien der fraglichen Kräfte müffen alfo in Die Verlängerungen 
des Fadens M,M, fallen; oder, mit andern Worten, der 
genannte Faden erleidet an jedem Endpunfte eine gleich große 
Spannung, fo daß er alſo durch feine Beftigfeit in Bezug 
auf jedes der beiden Syſteme von Kräften, die an feinen 
Endpunften angebracht find, die Stelle. der entgegengefeßten 
Mittelkraft vertritt. Da dies nun von allen Fäden, welche 
bie materiellen Punkte des Syſtems verbinden, ganz eben fo 
gilt, fo folgt, daß im Zuftande des Gleichgewichtes die 
fämmtlichen innern Kräfte fi) paarweife mit einander auf« 
heben. . 

Bei dem in Big. 69 angenommenen Fall wurde ben 
Mittelfräften S und T ein Beftreben beigelegt, bie materiellen 
Punfte M, und M, von einander zu entfernen, und um dies 
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zu verhindern genügte es, beide Punkte durch einen unzer⸗ 
reißbaren Baden zu verbinden. Hätten aber jene Kräfte das 
entgegengefeßte DBejtreben, fo müßte man zum Behuf des 
Gleichgewichtes Die verbindende Linie M,M, als einen feften, 
unbiegfamen Stab vorausfegen, der die von ben Kräften 
S’ und T! (Fig. 69) beabfichtigte Annäherung der Punkte zu 
einander verhindert. Daß hiedurch die vorigen Betrachtungen 
und die daraus hergeleiteten Folgerungen auf feine Weiſe 
alterirt werben können, bebarf wohl kaum noch der befon« 
dern Erwähnung. 


$. 106, 


Allgemeiner Beweis des Princips der virtuellen 
Gefhwindigfeiten für ein lofes Syftem von Punk 
ten. Nach Borausfchidung der in den beiden vorhergehenden 
Paragraphen dargelegten Betrachtungen über das Gleichge- 


wicht eines veränderlichen Syftems von Punkten, hat es nun 


feine Echwierigfeit mehr, die Richtigfeit des Princips der vir⸗ 
tnellen Gefchwindigfeiten für ein ſolches Syſtem zu beweifen. 
Zu dem Ende fein M,, Ma, Ms, ... 26 die mit ein- 
ander durch Baden oder Stäbe verbundenen Punkte, an wel⸗ 
chen die Außen Kräfte A, An As ...⁊x.z B, Bi, 
B, ... 20.5 C, Ch, Ca... u. ſ. w. nad) beliebigen Richtungen 
wirfen, und in ihrer Gefammtheit ſich einander das Gleichge⸗ 
wicht halten. Die von diefen Kräften hervorgerufenen Span- 
nungen, alfo die innern Kräfte, welche von den oben genannten 
Punkten auögehen, follen bezüglich mit S, Si, S2 ... 165 
T, Tır Ta... 265 U, U, U... u. ſ. f. bezeichnet wer⸗ 
den. — Offenbar kann nun das Gleichgewicht des ganzen 
Syſtems nicht anders beftehen, als indem jeder einzelne Punkt 
befielben unter den daran wirkenden äußern und innern Kräf« 
ten für ſich im Gleichgewichte if. Daher findet das Princip 
ber virtuellen Gefohwindigfeiten in ber Faſſung, wie es in 
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8. 97 bewieſen worden ift, auf jeden der materiellen PBunfte 
unbedingte Anwendung. 

Dies vorausgefet, fo denke man fich nun eine unendlich 
Fleine Bewegung im Syſteme hervorgebracht, und bezeichne 
die Projectionen der von den verfchiedenen Runften durchlau⸗ 
fenen Wege auf die an ihnen wirkenden Sträfte durch diefelben 
Buchſtaben des Kleinen Alphabets, mit welchen oben die Ins 
tenfitäten bezeichnet wurden, eben fo wie bdiefe accentuirt, 
dann hat man nach $. 97 die folgenden virtuellen Momen- 
tengleichungen: 

Für Das Gleichgewicht des Punktes ML: 

Aa HA + A; Hr. + Ss + + IH el; 
oder in abgefürzter Darftellung: 
ZAa + 2Ss=0. 
Desgleichen für die übrigen Punkte M,, Ms,...ir. 
ZBb + ZTt=0; 
ZCce + 2 Uu=90; u f. w. 


Addirt man diefe Gleichungen, deren Anzahl gleich der 
der materiellen Bunte ift, fo entfteht 
(1) ZAa + ZBb + Cc we 20 

ZSs + ZTt + ZUu + ic. ' 
und nun läßt fich leicht darthun, daß die in der zweiten Zelle 
enthaltene, auf die innern Kräfte fich beziehende, Summe 
der virtuellen Momente für fih gleich Null fein muß. 

Im vorigen $. ift nämlich gezeigt worden, daß biefe 
Kräfte paarweife vorkommen, und zwar in fo vielen Baaren, 
je aus zwei gleichen und gerade entgegengefeßt wirkenden 
Kräften beftehend, al gefpannte Fäden in dem Syfteme vor« 
handen find. Es braucht alfo nur noch dargethan zu wers 
den, daß zu je zweien von den innern Kräften, die fih an 
einem und demfelben Baden das Gleichgewicht halten, gleiche 
und entgegengefebte virtuelle Gefchwindigfeiten gehören. “Dies 
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ſoll bier bloß für zwei, gleihe Kräfte beiwiefen werben, da 
der Beweis für alle übrigen Paare verfelbe bleibt. 

Zu dem Ende file MıM, (Big. 70) irgend einen der 
Fäden vor, der von den gleichen Sräften S und T nach der 
Richtung feiner Länge geipannt wird, und m, m, fei Die ver- 
änderte Lage, in welche diefer Baden durch die im Syſtem 
veranlaßte unendlich Fleine Bewegung gefommen if. Ball 
man aus den PBunften wi und m, auf die urfprünglichen 
Richtungen der genannten Kräfte die Perpendikel m, o, mar, fo 
find M.o=s und Mar=t die virtuellen Gefchwindigfeiten 
jener Kräfte. Um fie zu beflimmen, verlängere man bie Linie 
m,m,.bi8 fie fih mit der Verlängerung von M,M, in O 
fehneidet, und bezeichne den Winkel, den beide Linien mit einan- 
der bilden, mit @, dann ift, wie leicht aus der Figur erhellet: 

Mo=s=0m,:  Cooy—OM;; 
M,r=t=0m,. Cospg—OM.. 
Beide Gleichungen von einander abgezogen liefert: 
s—t=(OM, — 0m) Cosg—(0OM, —OM,) 
= m, m; Cosp — M,M;- 

Bezeichnet 1 die unveränderliche Länge des Fadens Mi, 
M,, fo ift auch mım, =1, und wenn dies eingefegt wird, 
‚entfteht: Ä 

s—t=1(Coay—1); 

oder: t—s=3l: Sin}g?°- 

Sp lange alfo der Winfel ꝙ noch eine angebbare 
Größe hat, wird t < 8 fein; wogegen Diefe Ungleichheit‘ im- 
mer mehr verfchwindet, je Heiner ç angenommen wird. Da 
nun in dem vorliegenden Balle nur eine unendlich Heine 
DOrtsveränderung der materiellen Punkte, alfo nur ein uns 
endlich Fleiner Werth von @, vorausgefegt wurde, fo kann 
man um fo mehr Sing @* ald eine verfehwindende Größe 
betrachten, und demgemäß t=s annehmen, Die beiden vir⸗ 
tuellen Sefchwindigkeiten der Kräfte S und T find alſo, 
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wie dieſe Kräfte felbft, abfolut genommen einander gleich; 
Daß denfelben aber entgegengefehte Vorzeichen beigelegt werben 
müffen, folgt unmittelbar aus der Figur, nach welcher, wenn 
8=M,o eine Annährung an das Ziel der Kraft S vorftellt, 
alsdann t=M,r als eine Entfernung von dem Ziele der 
gleichen Kraft T zu nehmen ift, oder umgefehrt. 

Demnad) ift Ss=Tt, oder Ss — Tt=o, und da ſich 
auf ganz gleiche Weife in dem Ausorude 

ESs + ZTt + F3Uu +1 

je zwei: zufammengehörige Glieder annulliren, fo iſt der ganze 
Ausdruck gleich Null, und die Gleichung (1) rebueirt fich 
auf folgende: 
(2) ZSAa + ISBb + 3Cc x. =0. 

Diefe Gleichung ftelt nunmehr das Prinzip der virtuellen 
Geſchwindigkeiten dar für ein veränderliches Syflem von Punks 
ten und für eine beliebige unendlich Fleine Bewegung in demſel⸗ 
ben, entfprechend der Natur der Verbindung zwifchen den Buntten, 
Anm. Der obige Beweis rührt in feinen Grundzügen von Navier ber. 


Man vergleiche beifen Resums des legons de möcanique, don- 
nees Al’ecole polytechnique. Paris 1841. ©. 213 u. f. 


8. 107. 


Sind drei Kräfte A, B, C an einem beliebigen Sy. 
ſtem von materiellen Punkten im Gleichgewicht, und man 
bezeichnet ihre virtuellen Gefchwindigfeiten, fei es im Bezug. 
auf fortgehende oder brehende Bewegung, mit a, b, c, fo 
hat man nach dem, in den vorhergehenden Paragraphen bes 
wiefenen Principe: 

| Aa +Bb+Cc= 0. | 
Macht man nun die befundere Vorausſetzung, daß bie eine 
eder Die andere Bewegung des Syſtems, ‚worauf fich Die 
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virtuellen Gefchwindigfeiten beziehen, fo erfolgt ſei, daß 
c O iſt, fo entſteht 
Aa-+-Bb=0. 
Die Summe ver beiden Probucte Aa und Bb fann nur 
dann = 0 fein, wenn fie einander gleich und mit entgegen- 
gefegten Vorzeichen behaftet find, d. h. die vorige Gleichung 
hat die Form 
Aa Bb= 0; 

woraus folgt Aa=Bb, 
oder A:B=b:ae. 
Man dvenfe fi flatt der dritten Kraft C irgend einen 
feften Widerftand, deſſen Mitwirfung zur Erhaltung des 
Gleichgewichtes mit A und B durch C dargeftellt wird, und 
fielle fich die Verbindung des Syftems mit jenem Wiber- 
flande als von der Art vor, daß nur eine Bewegung ent⸗ 
ſtehen kann, in Bezug auf welche der Widerftand C niemals 
. eine virtuelle Gefchwindigfeit erlangt; alsdann Tann man 
die vorige Proportion folgendermaßen ausfprechen: 

Sind zwei Kräfte A und B, durd Mitwirkung 

eines unbeweglihen Widerftandes C, an einem 

beliebigen Syftem von Punkten im Gleichge— 

wichte, fo verhalten fich die Intenfitäten jener 

Kräfte umgefehrt, wie die zugehörigen virtuel- 

len Gefchwindigfeiten. 

Dies ift der Inhalt des Bartefifchen Grundfages 
( 8. 95), der ſich hier als ein befonverer Ball des allgemel- 
nen Princips ergeben hat. Man wird aus der fo eben ges 
gebenen Auseinanderfegung erfehen haben, daß die Richtigfeit 
dieſes Satzes ftets an die Bedingung eines unfreien Syſtemes, 
d. h. eines folchen gefnüpft ift, bei weldyem nur eine Bewe⸗ 
gung auf vorgefchriebenem Wege erfolgen kann. Die An 
wendungen, welche fpäter von dem Gartefifchen Grunbfage 
gemacht werben follen, werben dieſe Ausſage beftätigen. 
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MM. Über die praktifche Anwendung des Princips ber 
virtuellen Gefhwindigfeiten. 


$. 108. 


Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen das Brin- 
cip der virtuellen Gefchwindigfeiten für alle Syſteme von 
. Kräften, die im leichgewichte find, fowohl in Bezug auf 
gerad» wie frummlinige Berwegung vollftändig bewiefen ift, 
mag hier noch eine Bemerkung Pla finden, welche fi) auf 
bie praftifche Anwendung biefes Principes bezieht. 

Sol nämlich durch Hülfe deſſelben irgend eine dyna⸗ 
miſche Aufgabe gelöft werden, fo gewährt e8 in allen 
denjenigen Fällen eine wefentliche Erleichterung der Opera⸗ 
tionen, wo von fortgehender oder Parallel» Bewegung bie 
Rede iſt. In den Bällen aber, wo gegebene ober fragliche 
Kräfte auf Drehung wirken, gelangt man in der Regel ein« 
facher durch ftatifche Momenten- Gleichungen zum Ziel. Dies 
hat darin feinen Grund, weil bei einer entflehenden Drehung 
bie virtuellen Geſchwindigkeiten der Kräfte nicht fo einfach 
audgemittelt werben fönnen, ald deren Hebeldarme, weshalb 
auch leichter eine ftatifche als eine virtuelle Momenten 
Gleichung angefebt werden kann. Sind alfo gewiſſe unbe» 
kannte Kräfte zu beftimmen, die mit andern bekannten Kräfs 
ten an einem gegebenen Syſtem von materiellen Punkten ein 
Gleichgewicht herftellen follen, fo gelangt man am leichteften 
zu den gewünfchten Beftimmungs-Gleihungen, wenn man 
biejenigen, die fich auf fortgehende Bewegung beziehen, nach 
dem Princip der virtuellen Gefchwinbigfeiten; die ſich auf 
Drehung beziehenden aber durch Hülfe der ſtatiſchen Mos 
mente anſetzt. Dabei bat man fo viele Parallelbewegungen 
nach verfchiedenen Richtungen anzunehmen, und die darauf 
bezüglichen virtuellen Gejchwindigfeiten auszumitteln, ale 
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Gleichungen der erſteren Art, der Natur der Aufgabe ge: 
mäß, erforberlich find. 

An den meiften Fällen der Anwendung find die An- 
griffspunfte und Richtungen der fraglichen Kräfte entweder 
unmittelbar gegeben, oder durch andere Umftände ſchon be- 
flimmt, fo daß es Dann nur auf die Ausmittelung der Ins 
 tenfitäten anfommt. Übrigens verfteht es ſich von feldft, 
daß man weder mehr roch weniger Kräfte als unbekannt 
in Rechnung bringen darf, als die vorliegende Aufgabe, ihrer 
befondern Beſchaffenheit gemäß, dynamiſche Gleichungen 
zuläßt. Die Anzahl diefer Gleichungen beftimmt fich aber 
in jedem befondern Falle dadurch, daß man beurtheilt, wie 
die Kräfte in das gegebene Syitem wirfen follen, d. 5. ob 
ihre Richtungslinien in einer und derfelben, oder in verfchie- 
denen Ebenen liegen; ob fie mit einander parallel find, oder 
nicht; Furz, in welches der vorigen Kapitel die Aufgabe 
gehört, weil die dort aufgeftellten Bedingungs- Gleichungen 
des Gleichgewichtes bei der Löfung irgend einer Aufgabe 
der Statif zur Grundlage dienen. 

In den folgenden Paragraphen wollen wir nun an 
einigen Aufgaben, .fowohl die Anwendung der früheren fta= 
tiſchen Geſetze, als auch die des Principe der virtuellen 
Geſchwindigkeiten zeigen, um beide Methoden befier mit ein- 
ander vergleichen zu fünnen. Vorher aber müffen wir une 
mit dem Orundfage: Wirfung und Öegenwirfung find 
einander gleich, aber gerade entgegengefeht, be 
fannt machen. Dies ift das dritte von den fogenannten 
Bewegungsgefegen, die Newton zuerft als allgemeine 
Grundfäge der Dynamik aufgeftellt hat. (Vergl. die Anmerf. 
zu Nr. 3 der Einleitung. ) j 

Wenn nämlich eine Kraft auf einen feften, unbeweglichen 
Körper wirft (es fet unmittelbar oder mittelbar), und von dem⸗ 
felben im Gleichgewicht erhalten wird, fo fann man fich ftatt 
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deſſen auch eine zweite Kraft denfen, die der erften gleich und 
gerade entgegengefett iſt, und daher mit dieſer daſſelbe Gleich⸗ 
geroicht herftellt wie jener fefte Körper. Diefe entgegengefeßte 
Kraft repräfentirt dann den Widerftand oder die Gegenwirfung 
- Des unbeweglichen Körpers gegen die Einwirfung der Kraft, 
und beide find alfo gleich und entgegengefegt. Hiermit foll 
nicht gefagt fein, daß der Körper Eeinen andern Widerſtand 
als den, welchen er der auf ihn wirkenden Kraft entgegen- 
fegt, zu leiften vermag; ſondern der Newton’fche Grundfag 
behauptet nur -fo viel, daß die thätige Kraft Feine andere 
Gegenwirfung in Anſpruch nimmt. Dabei ift nicht zu ver⸗ 
gefien, daß der Körper fi vermöge ver Trägheit der 
Materie nur paffiv, niemals aber als felbftthätig, verhalten 
fann. Wenn alfo 3. B. ein feites Syftem von materiellen 
Bunften, worauf mehrere Kräfte wirfen, nur dadurch im 
Gleichgewicht erhalten werden fann, daß es ſich mit einem 
oder mit mehreren feiner Bunke gegen gewifle. unbeweglich 
fefte Widerftände ftüßt, und man fol die Wirkungen auf 
legtere, fofern fie mittelbar aus den Kräften hervorgehen, be- 
ftimmen, fo denfe man fich die Gegenwirfungen in den Stüß- 
punkten als thätige, vorläufig noch unbekannte, Kräfte wirk⸗ 
ſam; legtere Können dann durch die Beringungs» Gleichungen 
des Gleichgewichtes, welche nach früheren Lehren für bag 
gegebene Syſtem gelten, oder Durch eine entfprechende Anz 
wendung des Princips der virtuellen Geſchwindigkeiten, al⸗ 
gebraiſch beſtimmt werden. 


$. 109. 


Aufgabe zur praftifchen Anwendung.obiger Re- 
geln. Es ſtelle ABCD (SFig. 71) eine fefte Ebene vor, in 
welcher die darin befindliche Kraft Q wirkt, und zwar in 
einem Punkte E, der durch die in der Figur “angedeuteten 
Winkel A und Y beftimmt wird. Die Richtung diefer Kraft 
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fei durch den Winkel @ gegeben, den fie verlängert mit der 
Seite AB der Ebene bildet. Wird nun voraudgefekt, daß 
diefe Ebene fich bei A und B gegen feſte Widerftände ſtuͤtzt, 
fo ſoll beftimmt werben, was dieſe für Wirkungen erleiden, 
Auflöfung 1. Bezeichnet man die Gegenwirfungen in 
den Stüppunften A und B mit x, y und z; erftere nach 
ber Richtung AB, die beiden andern aber nach den auf die= 
fer Linie normalen Richtungen AD und CB, fo hat man 
ein im Sleichgewicht befindliches Syſtem von Kräften, deren 
Richtungen in einer Ebene liegen und nicht mit einander 
parallel find. Die Aufgabe gehört demnach zum erften Ab⸗ 
fehnitte Des dritten Kapitels, und da nad) $.82 drei Bedingungs⸗ 
Gleichungen fürs Gleichgewicht flatt finden, fa fönnen die 
drei unbefannten Kräfte x, y, z durch fie beftimmt werben. 
Um nun jene Gleichungen bier in Anwendung bringen 
zu koͤnnen, müflen erft die Winfel ausgemitielt werden, welche 
von den Richtungslinien mit der Linie AB in demfelben 
Sinne gebildet werden; biefe Winkel find: 
für die Kräfte 0, x Y 2 
bezüglich gleich , 180°, 90°, 270°. 

- Nimmt man ferner A ald Momentenpunft an, fo ift der 
aus ihm auf die Richtung von.Q gefällte Perpendikel AF 
der Hebeldarm diefer Kraft, fo wie AB der Hebeldarm der 
Kraft z if. Die Kräfte x und y haben dagegen feine He= 
belsarme, weil ihre Richtungslinien durch den Momentenpunft 
felbft gehen. Der Perpendikel AF findet fih nun, der in 
der Figur angegebenen Bezeichnung gemäß, wie folgt: 

AF=AE-Sin AEF=AE-Sin («-+7). 
Nach einem befannten Lehrfage der ebenen Trigonometrie ers 
giebt fich. aus dem Dreieck ABE die Proportion 


. _€ .Q: . N AB-Si 
AB: AE= Sin (%+7):Sinf; folgli) AE= rd 
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und wenn man dies in ben Ausdruck von AF fubffituirt, wird 
AF = Ap.Sinf-Sinle+y) 
Sin (+7) 

Zufolge der in 8. 82 aufgeftellten ftatifchen Geſetze ent- 
ſtehen nun fuͤr den gegenwäͤrtigen Fall, folgende Bedingungs⸗ 
Gleichungen: 

1) x Cos 180° + y-Cos 90° + 2. .C08270° +-Q Cosa =0; 
2) x-Sin 180° + y-Sin 90° + z Sin 270° 0 Sin « =0; 
Sin #-Sin(@-+-y) 

3) zAB—O-AB- 0 — =0(; 
wo in der letzten ©leichung die Momente mit entgegenges 
ſetzten Vorzeichen in Rechnung gebracht find, weil die zuge- 
hörigen Kräfte auf Drehung im entgegengefeßten Sinne 
wirken. Bereinfacht man die obigen Gleichungen, fo nehmen 
fie nachftehende Form an: 
| -x+0Coe = 0; 
. 72+-0QSine = 0; 
Sin d-Sin (@-+7) 
em Sal) 9 
woraus nunmehr die Unbefannten x, y und z leicht gefun« 
den werden Tönnen. 
Aufl. 2 Mit Hülfe des Principe der virtuellen Ge- 
ſchwindigkeiten laſſen fidy die beiden erften von diefen Glei⸗ 
chungen noch einfacher, wie folgt, herleiten. 

Man nehme erftlih eine Parallelbewegung der feften 
Ebene ABCD nad der Richtung BA, alfo dereftraft x 
entgegengefegt an, fo erhalten die Kräfte y und z feine vir⸗ 
tuellen Geihwindigfeiten, weil die angenommene Bewegung 
auf ihren Richtungen normal iſt (8. 92). Die virtuelle Ge- 
fhwindigfeit von x it = EE, negativ genommen, und Die 
von Q ift Be = EE’-Cose, pofitiv genommen; folglich 
bat man, nad dem Princip der virtuellen Gefchwindig« 
feiten, 
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— x: EE+-0-EE'Cosa = 0, 
oder —- x+0-Cose =(. 
Nimmt man zweitens eine fortgehende Bewegung nach der 
auf AB normalen Richtung BC oder AD an, fo hat die 
Kraft x Feine virtuelle Gefchwindigfeit; Dagegen find die von 
y und z gleih EE“, für erftere Kraft poſitiv, für legtere 
negativ genommen, während die virtuelle Befchwindigfeit der 
Kraft Q gleich Ee' = EE"-Sin«, pyofttiv genommen, ift. 
Demnach hat man, zufolge des allgemeinen Principg, 
y-EE"— z:EE”+-Q-EE"Sin« = 0, 
ober y—z-+0Sine - =. 

Die Herleitung der dritten von den vorigen Gleichun- 
gen, mittelft des Principe der virtuellen Gefchwindigfeiten in 
Bezug auf Drehung um den Momentenpunft A, fann nad 
der am Ende von $. 100 gemachten Bemerkung dadurch ge= 
fchehen, daß man die Hebelsarme der Kräfte z und Q mit 
dem zum Drehungswinfel gehörigen Bogen, für den Halb— 
mefjer 1, multiplieirt. Aber wenn doch einmal die Hebels- 
arme ausgemittelt find, fo kann man lieber gleich die ftati- 
chen Momente bilden, als daß man erft einen Umweg macht, 
um die virtuellen Momente zu erhalten. 

Entwidelt man nun aus den vorhin gefundenen Drei 
Gleichungen die unbekannten Kräfte x, y und z, fo findet 
man dafür folgende Werthe: 

Sinf-Sin(@ + 7), 








tl te 
_ g.Sin?:Sin le +) — Sina-Sin (+7). 
y„- Sin cꝰß —4 
9. SinzSin (d—e) 
Sin(ß+7) 


Es ſollen nun von berjelben Aufgabe noch zwei andere 
Auflöfungen gegeben werben, damit der Anfänger beutlich 
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einfehen lerne, wie bie verfchiedenen ftatifchen Geſetze in An: 
wendung fommen, 

Aufl. 3. Zur Anwendung ded Parallelogramms der 
Kräfte zerlege man die Kraft Q nach den beiden Richtungen 
BE und EA (Fig. 72) in die Seitenfräfte p und q. Be« 
zeichnet man nämlich die Winkel, welche die Mittelfraft mit 
den beiden Geitenfräften macht, durch ꝙ und w, und con- 
ftruirt über EF = Q das Parallelogramm EpFg, fo ver 
balt fich: 

Q:p= Siun(p+vy) : Siov; alfop= en 
Q-Siny 
» I Sinpry) 
Nun tft, der Bezeichnung in der Figur gemäß, 
vy=ao+ry9=P-e;pg+rVy=PrY; 
und wenn diefe Werthe fubftituirt werben, fo kommt 
Sin (@-+Y), Sin(#? — «) 

P=- tl @+y’ 1” Ian (-+yY 
Den Angriffspunft der Kraft p verlege man in ihrer Rich- 
tungslinie nach B, und zerlege hier die genannte Kraft wies 
der nach den auf einander normalen Richtungen BC und 
BA in die Seitenfräfte 


z = pSinß = g.Sind-Sin (e + y) 


Q:q = Sin(p+Yy): Sinp; 











Sin($?-+y) ° 
und v=.pCof= a 


von denen erftere bie gefuchte Wirfung auf den feften Wider⸗ 
ſtand B, die andere aber ein Theil von der nah BA ſtatt⸗ 
findenden Wirfung x auf den Stüßpunft A ift. 

Ferner nehme man den Angriffspunft der Kraft q im 
Bunfte A an, und zerlege diefelbe nach den normalen Rich- 
tungen BA und DA in die GSeitenfräfte 
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Cosy -Sin(P— «) 
=1Cay=0 Sn(?+ 7) 
Siny-Sin (?—e), 
und y= q'Sin = (- Sold+n) ’ 
von welchen die legtere die gefuchte Wirkung auf den feften 
MWiderftand A nach der Richtung DA iſt. Die erfle reprä- 
fentirt den anderen Theil der Wirfung x nach der Richtung 
BA auf denfelben Widerftand, und daher bat man - 
Cos · Sin ( +y) + Cosy- ‚Sin(f—e) 
xzv+twe=(: Ban 
Löſt man Sin(@-+-7) und Sin(?— «) nach den befannten 
Formeln auf, fo entfteht nach gehöriger Reduction 
= 0. Cosa (Sind-Cosy +Cosf-Sin N. 
Sin (#-+y) — 
oder X0 · Cos c. 

Vergleicht man dieſe Aufloͤſung mit der vorigen, ſo wird 
man bemerken, daß es bei Anwendung des Parallelogramms 
der Kräfte nicht noͤthig war, Die Gegenwirkungen als thä- 
tige Kräfte in Rechnung zu bringen, fondern man erhält 
jedesmal die auf die Stügpunfte fich Außernden Wirfun= 
gen ſelbſt. Dies ift jedoch nur bei Anwendung des Paral«- 
lelogramms der Kräfte der Fall; bei den andern Methoden 
der Auflöfung muß man aber jedesmal die Gegenwirkun— 
gen in Rechnung bringen. 

Aufl. 4. Dan verlängere die Richtungslinie der Kraft 
Q aufwärts bis zum Durchfchnitt G mit der Verlängerung 
von AB (Big. 53), und nehme dieſen Punkt als Angriffs- 
punft von Q an. Hier zerlege man die in Rede befindliche 
Kraft nah GA und normal darauf in die Seitenfräfte 
Q' = OCosa und Q = QSine, fo ift erftere bie vor⸗ 
bin mit x bezeichnete Wirkung auf die Unterftügung bei A, 
fo daß man alfo bat: 

0'=x= 0Coso. 
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Die andere Seitenfraft Q" wirkt nun hebelartig auf bie 
bei A und B angebrachten Unterflüßungen, indem fie auf letz⸗ 
tere die Seitenprefiungen y und z ausübt. Betrachtet man 
die Linie AG als feit und unbiegfam, Q", y und z als 
drei parallele Kräfte, die fih an dieſer Linie das Gfeichge- 
wicht halten, fo erhält man nach 8. 58 oder $. 61 


art 359%; 


z= — ("= 2 ©.0Sina, 


Das Dreiet ABE giebt zunächft 
AB-Sin _ _AB-Siny 
Abe B nr 
und demnächſt geben die Dreiede BGE und AGE 


_ Sin (?— e) _ Sin(®— «)Siny, 
BG = BE AB SineSin(?+7)’ 
_ ‚Sin(o+y) _ Sin (@ +7) Sin ß 
AG=AE Sina AB SineSin(?-+y)' 


Durch Subflitution diefer Werthe erhält man enblich 
-Q Sin (3 - «) -Siny, 
‚Ar Tgndren ° 
2=Q. Sin (@e+y)-Sinf 
Siinc 








g. 110, 


Zufäge. Nachdem wir in dem Vorhergehenden vier 
verfchiedene Auflöfungen des vorgelegten Problems kennen 
gelernt haben, aus deren Vergleichung leicht der Vortheil der 
einen Methode vor der andern erhellet, wollen wir hier die 
gefundenen Refultate noch einer nähern Betrachtung unter- 
werfen. 

1) Die Ausprüde der Prefjungen x und z ergeben fich 
ſtets poſitiv, fo lange @, A und Y, wie es angenommen wurde, 
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fpige Winkel find. Die Preſſung y fällt dagegen poſitiv oder 
negativ aus, je nachdem « Fleiner ober größer als 2 if. 
Erfteres findet flatt bei dem in der Figur angenommenen 
Fall, wo die NRichtungslinie der Kraft Q die Linie AB ober- 
halb B auf ihrer Verlängerung fchneidet; letzteres iſt der 
Fall, wenn das erwähnte Schneiden unterhalb B gefchieht. 
Der Drud gegen die untere Stüge A ift alfo in dem einen 
Falle linfs aufwärts, in dem andern rechts abwärts gerichtet, 
was auch aus einer einfachen Betrachtung der Figur leicht 
erhellet. 

Falt die Richtung der Kraft Q mit der Linie BE zu⸗ 
fammen, fo it & = 5, und es entſteht 

x=0Cofß; y=0; z= 0-SinP, 

In diefem Falle verfchwindet alfo die Seitenwirfung gegen 
den Stützpunkt A. 

2) ft die Richtungslinie der Kraft Q parallel mit der 
Linie BA, fo it « = 0, und man erhält: 








nn _ u — n.Sinf-Siny, 
=0; y-n-0 Sin(d-+7)’ 
za 0 — 
ober FRI Totgß + Cotgy 


Es fei EH fenfreht auf AB (Fig. 72), fo ift 
BH = EH:Cotgf, AH = EH-Cotgy; | 
folglich ergiebt fich durch Addition biefer beiden Ausbrüde, 
AH-+BH = AB = EH:-(Cotgf-+ Cotgy), 
AB 
EH 
Dies in den vorigen Werth von y und z gefept, giebt 


und alfo Cotgß + Cotgy = 


EH 
y-2-75° 


3) Wird die Kraft Q und der Abftand EH ihrer Rich: 


tuugslinie von der Seite AB, womit fie parallel ift, ald un⸗ 
ueränderlich angefehen, fo find die Seltenwirfungen y, 2 
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der Entfernung AB der Stüben umgekehrt proportional; 
d. 5. je.größer diefe Entfernung ift, Defto geringer werben 
die Seitenwirfungen auf die genannten Stuͤtzpunkte. 

Macht man ferner die befondere Borausfegung, daß bie 
Kraft O der Släche des Rectangels ABCD = AB-BC 
proportional fei, etwa Q = AB-BC-q, fo ergiebt fi, wenn 
dies fubftituirt wird, 

y=z=EH:BC:q 
If nun EH irgend ein aliquoter Theil von BC, z. B.EH 
= BC, fo erbält man dafür 

y=z=3;BC’q 

d. h. die Seitenwirfungen auf bie Stügpunfte find in biefem 
Sale von der Entfernung der letzteren unabhängig und vers 
halten fich, bei verfchiedenen Breiten BC oder AD, wie bie 
Quadrate berfelben. Dies ift der Fall bei einem vertikal 
hängenden Thore, defien Gewicht feiner Flaͤche proportional 
ift, und weldyes von zweien an ben Enden des Thores an⸗ 
gebrachten Stübhafen gehalten: wird. 


8. 111. 

Anwendung des Princips auf ein loſes Syſtem 
von Punkten. Gleihgewichts-Eurve. Zwei Körper 
yon den Gewichten Q und P, die fih auf den feſten Cum 
ven ACE und BDH (Sig. 73) befinden, feien durch ben 
undehnbaren, vollkommen biegfamen Faden CRD, welcher 
über die Role oder Leiticheibe R fret hin und her beweglich 
ift, mit einander verbunden. Es wird vorausgefegt, daß die 
obigen Körper ſich längs den Eurven ohne alle Hinderniſſe 
verfchieben laſſen, und daß fie fih an jeder Stelle vermit- 
telft des fie verbindenden Fadens einander im Gleichgewicht 
erhalten, Unter diefer Vorausfegung bilden alfo beide Kör- 
per ein loſes Syſtem von Punkten, deſſen fortwährendes 
Bleichgewicht offenbar eine beftimmte Beziehung zwilchen den 
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feften Eurven bedingt. Findet letztere flatt, fo nennt man 
jede Curve die Gleich gewichtscurve der andern. 

Wir wollen nun das eine Gewicht Q und die Eurve 
ACE, auf welcher ſich jenes befindet, als gegeben betrady- 
ten, die Größe des andern Gewichtes P aber, fo wie bie 
geometrifche Beichaffenheit der zugehörigen Gleichgewichtöcurve 
BDH der obigen Bedingung gemäß zu beftimmen fuchen. 

Zu dem Ende ziehe man durch den Mittelpunft der Rolle 
R die vertifafe Linie RN, und nehme biefe zur gemeinfchaft- 
lichen Abfeiffenachfe der beiden Eurven, von welchen die 
zweite ihren Anfang in dem auf der Lorhrechten RG befind« 
lichen Punkte B hat. Es werde angenommen, daß, wenn 
fih das Gegengewicht P im Anfangspunfte B der Gleichges 
wichts-Eurve befindet und alfo frei lothrecht herabhängt, als⸗ 
dann das andere Gewiht Q im Punkte A der gegebenen 
Eurve ECA fein mag. Der vollfommen biegfame Faden, 
welcher die beiden Gewichte verbindet, wird dann die Lage 
ARB haben, und feine conftante Länge fol mit 1 bezeichnet 
werden. Sept man daher defien Tothrecht herabhängenpes 
Ende RB = b, fo iſt die Länge des nach der Richtung AR 
gefpannten Ended AR = 1I—b. 

Im Punkte A ziehe man zur Eurve ACE die Normale 
AN, und zerlege die Kraft Q in A nach den Richtungen RA 
und AN in die Seitenfräfte Q’und O“, fo verhält fich, weil 
die Richtungdlinien der Kräfte O, Q' und Q" mit den Sei⸗ 
tn RN, RA und AN des Dreiecks ARN parallel find, 


ua RA 
0:Q'’=RN:RA; folglih Q' = AN” 
Zieht man nun aus A die Linie AG in horizontaler Ric 
tung, alfo perpenvifulär auf RG, und fest RG = a, 


die Subnormale NG = n, welche letztere befannt fein wird, 
fofern die Eurve ACE gegeben ift, dann ftERN = a-+n, 


- RU — — 
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Außerdem war RA = I—b, und durch Subftitution dieſer 
Wenhe erhaͤlt man 
| ‚1-b 
=, m? 
Da nun die beiden Kräfte P und Q' , welche nach den Rich 
tungn RB und RA wirken, mittelft ber frei beweglichen 
Tolle R mit einander im Gleichgewichte fein müffen, fo bat 
man die Bedingung P = 0‘, oder 

1l—b ⸗ 
() P= an Bd; 
wodurch bie Größe des conftanten Gegengeivichtes P be⸗ 
ſtimmt ift. 

Um nun die Gleichung der fraglichen Curve BDH zu 
finden, nehmen wir an, daß eine Bewegung ber beiden Ge⸗ 
wichte Q und P ftattgefunden habe, wodurch jenes von A 
nach C, dieſes aber von B nad D fortgerüdt, und der fie 
verbindende Faden in die Lage CRD übergegangen: ifl. 
Kalt man von den Punften C und D die Perpendikel CK 
und DEF auf die Bertifale RG, fo ift Q bei diefer Bewe⸗ 
wegung um den Weg KG lothrecht gehoben, während P fidy 
gleichzeitig um die Länge BF lothrecht gefenft hat. Sofern 
nun die genannten. Gewichte in den PBunften C und D ned 
eben fo mit einander im Gleichgewichte find, wie vorhin in 
A und B, tepräfentiren KG und BF ihre virtuellen Ge- 
fchwindigfeiten, und Daher hat man nach dem Gartefifchen 
Grundſatze: 








P:Q=KG:BF. 
Wählt man nun R ald Anfangspunft der Coordinaten ber 
Eurve ECA und ft RK = z, KG = u, deren Rela= 
tion durch eine Gleichung von der Form u = f(z) gege- 
ben ift, fo ft KG = a—z. Für die Gleichgewichtscurve 
BDH fein BF = x und FD = y die Coordinaten des 
Punltes D, in Bezug auf B als den Anfangspunkt derfels 
14 
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ben. Dieſe Werthe an die Stelle von KG und BF in bie 
obige Proportion gefegt, verwandeln diefelbe in folgende: 
P:Q=a—z:X%; 

und wenn man hierin für P den vorhin gefundenen Werth 
(1) ſetzt und dann x entwidelt, jo kommt 
(2) xe a-2); 
eine Gleichung, welche für jeden Werth von z immer -die 
zugehörige Abfeiffe x der fraglichen Curve BDHHefert. 
Da nun alles, was fih auf die Curve ECA bezieht, be⸗ 
fannt it, fo fönnte man mittelſt der obigen Formel die 
Gleichgewichts⸗Curve BDH leicht conftruiren, wenn man 
die verfhlevenen Werthe von x berechnet und von B aus 
auf die Bertifale BG abträgt. IR nämlich. BF ein folcher 
Werth, der fich nach der obigen Formel für z = RK etges 
ben hat, fo ziehe man die Drbinate FD normal auf RG 
und beflimme deren Endpunkt D dadurch, Daß man mit 
einem Radius RD, gleich der Differenz zwiſchen der Länge 
1 des Fadens CRD und der befannten Länge CR, aus R 
als Mittelpunkt einen Kreisbogen fchlägt. Diefer Bogen 
wird die aus F gezogene Drbinate in einem Punkte D 
fchneiben, welcher der Gleichgewichts Curve angehört. 

Zur Beftimmung ber Länge der Ordinate FD = y, 
. welche zu der beliebigen Abfeifie BF = x ber Bleichgewichts- 
Curve gehört, bezeichne man die Länge des einen Endes RD 
des Fadens CRD mit 1‘, fo hat deſſen anderes Ende RC 
die Länge 1—!. Aus den beiden rechtwinfligen Dreieden 
RCK und RDF ergeben fich nun leicht.die Gleichungen: 

( - N = z+u, 

‚und = (b+xX)’+y’, 
welche ſich nach der Elimination von 1" auf folgende res 
dueiren: 
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yo d-VErD)- br. 
Subſtituirt man hierin für x den vorhin gefundenen Werth 
(2), fo erhält man nach gehöriger Reduction: 


(3) y — V(-Ver® Fr) — (+ 9-2). 


Diefe Gleichung, in Berbindung mit der vorigen (2), ber 
ftimmt für jeden Werth von z, womit auch gleichzeitig u be⸗ 
kannt ift, die zufammengehörigen Coordinaten für bie verfchie- 
denen Punkte der Gleichgewichts - Curve, 


$. 112, 


Vei der ſo eben dargeſtellten allgemeinen Theorie der 
Gleichgewichtscurve wurde vorausgeſetzt, daß die Curve ACE, 
‚auf welcher ſich das befannte Gewicht Q befindet, gegeben 
ſei. Wir wollen daher, als befondern Kal, einen Kreis: 
quabranten dafür annehmen, der mit dem Halbmeffr GA 
= GE = a (fig. 74) aus G ald Mittelpunft befchrieben 
if. Die Rolle, über welche der, die beiden Gewichte Q und 
:P verbindende Faden geleitet ift, befinde fih im Scheitel E 
dieſes Quadranten, und bie übrigen Bezeichnungen werben 
eben fo, wie vorhin, beibehalten. 

Für den Endpunkt A des Quadranten ift AG die 
Normale, alfo die Subnormalen = 0. ift 





AE = 1b = ay2, daher 7 = et ı 2. 


Die Gleichung des Kreifes, welcher a zum Halbmeſſer hat, ift 
befanntih u? = 2az — 2’; alſo W +2? = 242, und 
wenn man diefe Werthe in die allgemeinen Ausprüde des 
vorhergehenden PBaragraphen febt, fo erhält man folgende Res 
fultate: | 
ch) | P=0%3; 
(2) x = 34(a—z)V2; 

14* 
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(63) y = Yl — V2ax)* — (b+3(a—2)V2)°. 
Will man eine Bleichung bloß zwiſchen ben Coordinaten x 
und y der Gfleichgewichts-Eurve haben, fe entwidele man 
die Größe z aus ber zweiten Gleichung, und ſehe d deren Werth 
in die dritte. Dadurch erhaͤlt man 

(4) y = Yu-V2e®-2 —2axV 2)? (brS%. 
Man fälle den Perpendifel GL vom WMittelpunfte G 
auf die Linie AE und begeichne die Ränge deſſelben mit d, 
fo iſt d = 3aV?2. Zieht man ferner aus dem Punkte C, 
in welchem fich das gegebene Gewicht Q befindet, wenn das 
Gegengewicht P auf der Gleichgewichte-@urve in D ift, den 
Radius CG und bezeichnet den Erhebungswinfell AGC mit 
er, fo laſſen fih die vorigen Ausdrüde noch etwas einfacher 
darftelfen. Es wird nämlich, wenn EK = z die zum Punfte 
C gehörige Adfeiffe it, GK = a—z fein, und weil ſich 
GK durch aSine ausdrüden läßt, fo hat man a—z 
— aSine. Nady den Gleihungen (2) und (4) entfteht alfo: 
(5) x = 3aV2 Sine = dSine; 


(9 y= Vl-ay2-YI-Sine)' — (b +}aV2-Sina)”, 
Die Coordinaten BM und MH des tiefiten Punktes der 
Bleichgewichts-Eurve findet man, wenn man entweder in ben 
beiden legten Formeln den Winkel & = 900, oder. in ben 
Gleichungen (2) und (3) die Abfeiffe z = 0 ſetzt. Dadurch 
entfieht 
(Mm) x=}yV?2=d; y - VER (b-+1aY 2)”. 
Mittelft der Formel (5) laſſen fich die verfchiedenen 
Punkte der Gleichgewichts-Curve leicht eonftruiren. Die Ab- 
feiffe x iſt nämlich gleich dem Sinus des Erhebungswinfels 
x für den Halbmeſſer GL = d. Beſchreibt man alfo mit 
diefem Halbmeſſer aus dem Mittelpunfte G einen Kreisqua« 
dranten A'LS, und fällt aus dem Punfte B’, in welchem 
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berfelbe den einen Schenfel CG des Erhebungswinfels fchneis 
det, den Perpendikel BF’ auf den anderen Schenfel AG, 
fo ift B’F' die Abfeiffe des Punktes D der Gleichgewichts⸗ 
@urve, in welchem fi) das Gegengewicht P befindet, wenn 
das Gewicht Q auf dem Quadranten in C if. Man mache 
alfo BE = B'F', ziehe FD normal auf EG und beftimme 
durch einen Zirkelſchlag aus E den Punft D fo, daß ED 
= AEB-—-CE wir, fo ift D ein Punft der fraglichen 
Curve. — Ganz auf diefelbe Weife laſſen fich beliebig viele 
Punkte der Gleichgewichtscurve finden, durch welche die leh- 
tere demnächft ftetig gezogen werben Tann. 


Anm. Weil bei diefer Eonftruction der Sinus eine Hauptrolle fpielt, fo 
bat Belidor die fo eben dargeſtellte Curve, welche er in feiner In⸗ 
genieur » Wiffenfchaft (S. 33 —48 der deutfchen Ausgabe, Nürnberg 
1757) auf die Anorbnung der Brüdenflappen anwendet, fehr unei- 
gentlih eine Sinusoide genannt. Sie ift aber nichis anderes ale 
eine Epicylloide, wie dies fchon Johann Bernoulli einige 60 Fahre 
früher bemerkt bat, Den Beweis hierfür kann man in Grunert's 
Lehrbuch der Statif ©. 561 u. f. nachfehen. | 


Fünftes Kopitel. 


Anwendung der allgemeinen Geſetze des Gleichgewichtes auf 
die Schwere. Die Lehre vom Schwerpunfte. 


8. 113. 


Die Erfahrung lehrt uns, daß alle Naturförper das Be- 
fireben haben, ſich dem Mittelpunfte der Erde zu nähern. 
Wird diefem Beftreben Fein Hinderniß entgegengefeht, fo bee 
wegen ſich die Körper wirklich gegen die Erve herab, d. h. 
fie fallen; findet dagegen ein materielle Hinderniß ftatt, fo 
nimmt man einen beftändigen Drud oder Zug wahr, indem 
der Körper das Streben zum Fallen nicht aufgiebt. Die 
Urfache diefer Erfcheinung ift eine durch die ganze Ratur 
verbreitete Kraft, welche die Schwere (Gravitation) ges 
nannt wird. | 

Die Richtung der Schwerkraft, oder die ber geraben 
Linie, in der ein Körper frei gegen die Erde herabfällt, heißt 
Iothrecht oder vertifal. Sie wird beflimmt durch einen 
dünnen, vollfommen biegfamen Faden, an welchem ein Koͤr⸗ 
per herabhängt. Jede Ebene durch eine folche Linie heißt 
eine VBertifalebene; dagegen heißt eine Ebene, auf der die 
Iothrechte Linie perpendikulär fteht, eine Horizontalebene, 
und jede‘ gerade Linie in ihr eine Horizontallinie. 
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8. 114, 

Der Drud oder Zug, den ber Körper wegen ber be⸗ 
ftändig auf ihn wirkenden Schwerkraft gegen ein horizon⸗ 
tale8 Unterlager, oder an dem lothrechten Faden, woran er. 
hängt, ausübt, heißt fein Gewicht, und man fagt: ein Koͤr⸗ 
per babe mehr. Gewicht als ein anderer, wenn er ftärfer 
dDrüdt oder zieht. 

Um eine Bergleihung zwifchen verfchievenen Gewichten 
möglich zu machen, wird ein beflimmtes Gewicht als Eins. 
heit zum Grunde gelegt. Diefe Einheit ift, an fich betrach« 
tet, ganz willfürlich, und daher in verfchiedenen Ländern auch 
verichieden angenommen. Im preußifchen Staate ift dafür, 
zufolge der Maaß⸗ und Gewichts-Ordnung vom 16, Mat 
1816, der ſechs und fechdzigfte Theil vom Gewicht eines 
Kubikfußes deftillirten Waflers, bei einer Temparatur von 
15 Grad Reaumur im Iuftleeren Raume, geſeglich feflge 
flellt, welches unter dem Namen Pfund (u) befannt iſt. 


g. 115. 


Den Raum, den ein Körper nach Länge, Breite und 
Höhe einnimmt, nennt man fein Volumen oder feinen 
Kubifinhalt. Es ift ſchon in der Einleitung bemerkt, daß 
die Materie das Raumerfüllende fei. Die Menge der ma- 
teriellen Theile, welche in dem Volumen eines Körpers ent« 
halten find, heißt feine Maffe. Materie und Maffe unter- 
fcheiden fich daher wie Qualität und Quantitaͤt. 

Die Schivere wirft auf jedes materielle Theilchen eines 
Körpers mit gleicher Intenfität. Je mehr Maſſe alfo ein 
Körper enthält, defto größer ift die Wirkung der Schwere 
auf ihn, d. h. defto größer ift fein Gericht. Daher verhal« 
ten fich allemal die Maſſen ziveier Körper, wie die Gewichte 
derſelben. 

Je mehr materielle Theile in dem Volumen eines Kör⸗ 
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pers enthalten find, deſto näher müſſen diefe Theile an ein- 
ander liegen, d. 5. defto größer ift die Dichtigfeit des 
Körpers; bei gleichem Bolumen verhalten fich daher. bie Dich⸗ 
tigkeiten zweier Koͤrper, wie ihre Maſſen. 


Bei gleicher Dichtigkeit hingegen verhalten ſich die Vo⸗ 


lumen wie die Maſſen, und alſo auch wie die Gewichte. 
Sind demnach P,P’ die Gewichte; M,M’ die Maſſen; 
D, D' die Dichtigfeiten und V, V’ die Bolumen zweier Koͤr⸗ 
per, fo verhält fich, dem Obigen zufolge, 
M: a =P:P; 


M=-(N'. v, = DV . D’v; 
alfo aud) P: P=DV:D'WV‘;, 
‚._P.P 
und D:D = V y 


d. 5. „Bei verfchledenartigen Körpern verhalten ſich Die 
„Dichtigfeiten Direft wie die Gewichte und umgekehrt 
„wie die Volumen.“ 


$. 116, 


Dei den Unterfuchungen, welche wir in den vorherges 
henden Kapiteln angeftellt haben, febten wir ein Syſtem von 
materiellen Punkten voraus, die fich in beliebigen Entfernun- 
gen von einander befinden und an welchen beliebige Kräfte 
wirken. Die unter diefer Vorausfegung gefundenen Glei- 
chungen behalten offenbar ihre Gültigkeit, wie groß auch bie 
Anzahl der Punfte und wie Klein auch die Entfernungen fein 
mögen. Nimmt man mun an, daß das Syſtem von Punks 
ten innerhalb eines, auf eine’ beflimmte Art begrenzten Raus 
mes enthalten fei, fo werden die Abflände der materiellen 
Punkte von einander in demſelben Manße immer kleiner wer- 
den als ihre Anzahl größer wird, und jene werben un« 
endlich Elein fein, wenn dieſe unendlich groß angenommen 
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wird. Durch dieſe Betrachtungen gelangen wir zu dem Begriff 

eines continuirlichen Syſtems von materiellen Punkten 
im Geſatz des discontinuirlichen, welches ber Gegen« 
‚fand der früheren Unterfuchungen war. 

Da die Theilbarfeit der Materie ohne Grenzen ift, fo 
leuchtet ein, dag man fich jeden phyſiſchen Körper als ben 
Inbegriff einer unendlichen Anzahl von materiellen Bunften, 
in unendlich Kleinen Entfernungen von einander, vorftellen 
fann, und umgefehrt kam man die materiellen Punkte ala 
die elementaren Beftandtheildhen eines Körpers betrachten, bie 
in ihrer Gefammtheit denfelben conftituiren. Bon dieſem Ge« 
fihtspunfte ausgehend, erfcheint ‚jeder Körper als ein contis 
nuirliches Syſtem yon materiellen Punkten, an welchen 
Schwerfräfte nach parallelen Richtungen wirfen, und daher 
werden bie Bleichungen, welche wir für parallele, an einem 
biscontinutrlichen Syſtem von Punkten wirkfame Kräfte ge- 
funden haben, auch mit geringer Mobiftcation für einen der 
Schwere .unterworfenen phyſiſchen Körper gültig fein, 

Strenge genommen find zwar die Schwerfräfte nicht 
mit einander -parallel, weil fie fämmtlich nach dem Mittels 
punkte der Erde gerichtet find, und bei großen Eutfernungen 
muß Dies auch berüdfichtigt werden; aber in Bezug auf die 
terreftrifchen Körper, womit wir Berfuche anftellen Fönnen, 
kann man biefe Richtungen immer als parallel annehmen, 
weil ihre Entfernung vom Erbmittelpunfte, in Vergleich zu 
dem größten Abftande ihrer materiellen. Punkte von einander, 
ale une groß erſcheint. 


8. 117. 

Bei den Unterfuchungen über die parallelen Kräfte ha⸗ 
ben wir ‚gefunden, daß ihre Mittelfraft gleich der Summe 
derfelben ift, wofern fle nicht mit einander im Gleichgewichte 
find, und daß man den Abfland des Angrifispunftes der 
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Mittelfraft von irgenb einer Ebene findet, indem man bie 
algebraifche Summe der ftatiichen Momente der Seltenfräfte, 
in Bezug. auf diefe Ebene genommen, durch bie algebraifche 
Summe ver Kräfte felbft bivibirt. 

Sind nämliy A, B, C -- ıc. bie parallelen Kräfte, 
‚welche auf ein Discontinuirliches Syſtem von. Bunften wir⸗ 
fen, und bezeichnen a, a', a”; b, b', b";c, c’, c" u. f. w. 
bie Eoorbinaten ihrer Angriffspunfte in Bezug auf drei, ein« 
ander unter rechten Winfeln fchneidende. Ebenen; ift ferner 
M die Intenfität der Mittelfraft, und find m, m’, m” die 
auf biefelben Ebenen bezogenen Coordinaten ihres Angriffs⸗ 
punftes, fo haben wir in S. 73: die Gleichungen gefunden: 

M =A +B +0 +,c=- 3A; | 

: Mm = Aa. +Bb +Cc +-ı. = 2Aa; 

Mm = Aa’ +-Bb' +Cc we = ZAa); 

Mm” — Aa" +Bb" +Ce" +. = ZAa". 
Dividirt man die drei lebten von biefen igungen durch 
die erfte, fo kommt 
_ ZAa ı_ =&Aa u ZA . 
air’ MA Zi MO TR 

Den durch dieſe Eoordinaten beftimmten Angriffspunkt 
der Mittelkraft haben wir Mittelpunkt oder Centrum 
der parallelen Kräfte genannt, weil feine Lage im Sy—⸗ 
ſtem von den Richtungen der Kräfte ganz unabhängig if, 
wofern dieſe nur ſtets parallel mit einander bleiben. Es hat 
ſich nämlich gezeigt, daß diefer Punkt in jedem Syſteme von 
materiellen Punkten, worauf parallele Kräfte wirken, allemal 
vorhanden ift, fo lange fich letztere nicht auf ein Kräftepaar 
rebueiren, und daß er ſtets derfelbe bleibt, wenn auch die 
Richtungslinien, indem fie fih um die Angriffspunfte dres 
ben, andere und andere Lagen annehmen, ohne daß fie aufs 
hören parallel zu fein. 

Denti man fich nun unter den vorhin genannten Kräfe 
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ten A, B, C ++ ıc. lauter Schwerfräfte, und feßt man vor⸗ 
aus, daß das Syſtem von materiellen Punkten, worauf die⸗ 
felben wirken, ein continnirliches oder ein phyſiſcher Körper 
fei, fo bleiben die vorigen Geſetze noch diefelben. Die Mit: 
telfraft von allen den parallelen Schwerfräften ift dann dem 
Gewichte des Körpers gleich und ihr Angriffepunft, d. h. das 
Centrum der parallelen Kräfte, erhält jeht den befondern Na⸗ 
men; „Mittelpunkt der Schwere” oder „Schwer- 
punkt.” Erift, wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
folgt, in jedem Körper einzig vorhanden; denn der Aud« 
nähmefall, wo ſich die Kräfte auf zwei gleiche und entgegen» 
gefegte redueiren, kann bier nicht eintreten, weil die Schwers 
fräfte nicht bloß nach parallelen, fondern auch nach einer- 
lei Richtungen wirken. Auch folgt aus dem Vorhergehen⸗ 
den, daß der Schwerpunkt für alle Lagen des Körpers ſtets 
derfelbe bleibt, und daß man fi in ihm das ganze Gewicht 
des Sörpers als eine einzelne Kraft concentrirt denken kann. 

Nimmt man das Bentrum der parallelen Kräfte ale 

Anfangspunft der Eoorbinaten, fo ift 
m=0, mM!=0, mM"=6, 
und daher gehen die vorigen Gleichungen in folgende über: 
DM=A +B +C + 
2) 90 = Aa +Bb +Cc + %. 
3)0 = Aa’ +Bb' +Cc + ı. 
4) O = Aa” -+Bb” -Cec" + x. 

Denkt man fi den Schwerpunft eines Körpers vertis 
fal unterftügt, fo erleidet die Unterflügung, wie die erfte Glei⸗ 
hung anzeigt, einen Drud = M, d. h. gleich dem ganzen 
Gewichte des Körpers. Die drei anderen Gleichungen ber 
ziehen fich auf Drehung um gerablinige Achfen, welche durch 
den Schwerpunkt gehen, und dba jede von ihnen mit Rull 
verglichen ift, fo geben fe zu erfennen, baß eine ſolche Dre- 
bung nicht ftatt finden Tann. Hieraus folgt die charafteri- 


20 Funftes Kap. Bon ber Schwere und som Schwerpunfte, 
Rifche Eigenfchaft des Schwerpunftes, daß, wenn derſelbe 


unterftügt ift, al8dann der Körper in jeder belie=- 


bigen Lage um ihn im Gleichgewichte bleibt. 
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Was nun die Beftimmung des Schwerpunftes im Al- 


gemeinen anbelangt, fo findet man ihn durch Rechnung: ganz 
nach denfelben Geſetzen, wonach wir im zweiten Kapitel ben 
Mittelpunft der parallelen SKräfte gefunden haben. Iſt naͤm⸗ 
lich eine Schwerkraft über eine krumme Linie, die in einer 
Ebene Itegt, oder über eine Ebene felbft vertheilt, fo zerlege 
man die Curve oder die Ebene in folche Theile, von Denen 
die Schwerpunfte befannt find, nehme von den fämmtlichen 
TIheilen die Summe der Momente in Bezug auf zwei: nicht 
mit einander parallele Linien, die in derſelben Ebene liegen, 
und dividire jede Diefer Summen durch die Summe. der Ge 
wichte, oder durch das Gewicht der ganjen Eurve over 


Ebene; fo findet. man dadurch die Abflände. des Schwerpunf: 
tes von jenen beiden Linien. In. derfelben- Art beftimmt ſich 


der Schwerpunft von einem Körper oder von der Oberfläche 
befielben, wenn man in Bezug auf. drei fich fchneidende Coor⸗ 
dinaten⸗Ebenen die Summen der Momente bildet, und dieſe 
jevesmal Durch das ganze Gewicht des Körpers oder deſſen 
Oberfläche dividirt. 


Nennt man: jede gerabe Linie, welche durch den Schwers. 


punft einer Flaͤche oder eines Körpers geht, eine Schwer⸗ 
linie ober einen Durchmeffer der Schwere, und jebe 
burch den Schwerpunkt gehende Ebene eine Schwerebene, 
ſo kann man den Schwerpunft conftruiren: 1) durch den 
Durchſchnitt zweier Schwerlinien, 2) durch. den Durchſchnitt 
einer Schwerlinie mit einer Schwerebene, und 3) durch drei 


Schwerebenen, die fich im Schwerpunkte ſchneiden. Die bei 
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den erſten Conftructionsmethoden werben bier öfter in An- 
wendung fommen. 


g. 119. 


Ein Körper wird homogen oder gleichartig genannt, 
wenn die Materie in dem Bolumen deflelben dergeftalt ver⸗ 
theift ift, daß auf gleiche Theile des Volumens gleich viel 
Materie fommt; im entgegengefesten Galle heißt der Körper 
heierogen oder ungleichartig. In homogenen Körpern 
ift Die Schwere gleichmäßig vertheilt, d. h. gleiche Raumtheile 
Haben: gleiche Gewichte, oder, e8 verhalten fich die Schwer- 
kräfte, welche auf verſchiedene Theile eines Körpers wirfen, 
wie die Volumen verfelben. Daher fann man bei allen 
Schwerpunftsbeftimmungen die Schwerkraft, melche auf einen 
Theil des Körpers wirkt, defien Bolumen der Naumeinheit 
gleich ift, für die Einheit der Schwere des ganzen Körpers 
annehmen. Hierdurch gewinnt man den Vortheil, daß die⸗ 
felbe Zahl, welche die Größe des Volumens ausdrüdt, auch 
zugleich die Größe der darin gleichförmig vertheilten Schwere 
angiebt. Diefelbe Erleichterung läßt fich, wie man leicht 
einfehben wird, bei Linien und Blächen eben fo in Anwen⸗ 
dung bringen. Wenn daher in den folgenden Unterfuchun- 
gen von dem Momente eines NRaumtheiles die Rede fein 
wird, fo: verftehe man darunter das Produft aus dem Volu⸗ 
men deflelben in den Abftand feines Schwerpunftes von der 
Momentenachſe oder Momentenebene. 


I. Beftimmung der Schwerpunfte von Linien. 
\ 
6. 120, 


Schwerpunft der geraden Linie Wenn über eine 
gerade Linie eine Materie gleichförmig vertheilt ift, fo daß 
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gleiche Laͤngentheile gleiche Gewichte haben, fo liegt ber 
Schwerpunft diefer Linie in der Mitte ihrer Länge. 

Es fei nämlih AB (Fig. 75) die fehwere Linie und C 
ihre Mitte. Man denke fich beide Hälften AT und BC in 
eine gleiche Anzahl unbegrenzt Heiner und gleicher Elemen⸗ 
tartheilchen ‚getheilt, die nach der Vorausfegung von gleichen 
Schwerfräften nad) parallelen Richtungen angeregt werben, 
fo wird es immer auf. beiden Seiten von C und in gleichem 
Abftande von diefem Punkte zwei Tcheilchen wie D und E 
geben, deren parallele Schwerfräfte: eine Mittelfraft liefern, 
für welche C der Angriffepunft iſt. Dies gilt von allen 
&lementartheilchen der Linie AB, die von C zu beiden Sei⸗ 
ten gleich weit abſtehen; woraus: folgt, daß C der Mittel 
punft der parallelen Kräfte ift, welche auf-AB wirken, und 
infofern dies lauter Schwerfräfte find, ift bie Mitte C der 
Schwerpunkt der Linie AB, 


g. 121, 


Beftimmung des Schwerpunftes vom Umfange 
eines beliebigen Dreiecks. Wird vorausgefegt, daß 
über den Umfang des beliebigen Dreiefs ABC (dig. 76) 
eine Materie gleichförmig vertheilt fei, fo verhalten fich die 
Gewichte der Seiten wie ihre Längen. Die Echwerpunfte 
der Seiten AB, AC und BC befinden fich, nach dem Bor 
hergehenven, in ihren Mitten D, E und F, und wenn man 
fih in dieſen Punften die den genannten Seiten proportio« 
nalen Gewichte vereinigt denkt, fo hat man ein unveränders 


liches Syſtem von drei parallelen Kräften, von deren Mittels. 


fraft nun der Angriffspunft zu beftimmen if. Dies Tann 
auf zweierlei Art gefchehen, und zwar durch Rechnung und 
durch geometrifche Eonftruction, 

Um zuerſt die Lage des genannten Punktes durch Rech⸗ 
nung zu beſtimmen, ſetze man die Laͤngen der Seiten BC 


- 
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= a, AO = b, AB = c; bie Perpendikel von den Winkel⸗ 
fpiben A, B, C auf bie gegenüber liegenden Seiten nad 
dei Reihe gleich a’, b’, ce’ und die Perpendikel von dem noch 
unbefannten Schwerpunfte G auf diefelben Seiten, gleich x, 
y'und z. Nimmt man nun: zuerft die Seite BC.ald Mo 
mentenachſe und fällt. Darauf. aus den beiden Punkten D und 
E die Perpendifel-DD’. und .EE’, von denen jever gleich 
dem halben aus ‘A auf BC gefällten Perpendikel AA/, alſo 
‚gleich la’ ift, jo findet fih das Moment von AC gleich 
Aa’.b; das Moment von. AB gleich Za'.c, und das Moment 
von BE feldft ift gleich Null. Demnach ift die Summe ber 
Momente in Bezug auf die Achſe BC gleich za’cb-r+c), 
und wenn man dies durch die. Summe der Schwerfräfte, 
nämlich durh’a--b-rc divibirt, fo findet man den Ab⸗ 
"and des Schwerpunftes G von der Seite BC, nämlich: 

_3alb+ '(b+c) 

arb+re 
Bezeichnet man die Summe der drei Seiten a-b-+rc mit 
8, fo ift b+e = S—.a, und demnad 


(1) 1 Sa 


Ganz in derfelben Art findet man die Abflände des Schwer⸗ 
punktes G von den Seiten AC und AB durch die Formeln 


S—b 

(2) y= 3;b' S 2 
‚S-—ce 

(3) z = 40. S . 





Multiplicirt man die erfte Formel im Zähler und Renner 
mit a, bie ‚zweite wit b und die dritte mit e, und berüd- 
fichtigt, daß die Bropdufte Za’a, Ib’b, Zc’c den Inhalt F 
des gegebenen Dreieds ausbrüden, fo entfteht 


Ss—a S—b_. S—c 
TR Bl "7 Ye Her T Ti 
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8. 122, 

Gonftruction des Schwerpunftes von dem Um— 
fange eines Dreieds. Man verbinde die Schwerpuntte 
D und , (#ig. 76) zweier Seiten AB, AC durch eine ge- 
tade :r:ie DE; und betrachte diefe als eine ſolche, an deren 
Endpuntten die durch AB und AC vargeftellten Kräfte 
nach parallelen Richtungen wirken. Nach $. 57 liegt dann 
ber Angriffspunkt K der Mittelfraft diefer beiden Kräfte auf 
der Geraden DE, und er beftimmt fich durch die Proportion: 
D ' "DK:EK=AB:AC. 

Denkt man fih nun in K die Gewichte AB und AC vers 
einigt angebracht, und verbindet diefen Punkt mit dem 
Schwerpunfte F der dritten Seite BC, fo muß auf der Ber- 
bindungslinie KF der Angrifföpunft der Mittelfraft von 
den parallelen, in K und F wirkenden Kräften AB-+-AC 
und BC, folglich auch der Schwerpunft der drei Seiten AB, 
AC und BC liegen, und daher il KF eine Schwerlinie 
für den Umfang des gegebenen Dreiedd ABC. Ganz in 
derfelben Art läßt fich noch eine zweite Schwerlinie DH 
conftruiren, wenn man den. Punkt H auf der Verbindunge- 
linie ER fo wählt, daß fich Ä 

(2) EH : FH = BC: AC 

verhält. Da num der- Schwerpunft des Umfanges ABC 
zugleih. auf FK und DH liegen muß, fo folgt, daß ihr ge- 
meinfchaftlicher Durchfchnittspunft G der gefuchte Schwer⸗ 
punkt ift. . 

Man ziehe noch die Verbindungslinie DF, fo ift, nach 
einem befannten Sage der Geometrie, DE = 1BC, EF 
= JAB und DE = ZAC; daher lafjen ſich Die beiden vo⸗ 
rigen. Proportionen auch folgendergeftalt darſtellen: 

DK : EK= DF: EF 
und EH: FH=DE:DEF. 
Hieraus fieht man, daß die Schwerlinien FK und DH bie 
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Winfel DFE und EDF halbiren, und daß alfo der Schwer: 
punkt G zugleih der Mittelpunft eines Kreifes ift, der in 
das Dreieck DEF befchrieben werden fann. 3. 

Im vorliegenden Falle giebt es aber noch eine einfachere 


Conſtruction des Schwerpunftes, welche auf folgendem Wege 


gefunden werden kann. 
Man halbire nämlich die Winfel BAC und ACB 


durch die geraden Linien AL und CM, fo läßt fich leicht 


beweifen, daß diefe Linien bezüglich mit FK und DE yaral- 
fel find. Denn AEFD ift ein PBarallelogramm, in welchem 
zwei gegenüber liegende Winfel bei A und F durd die Li— 
nien AL, FK halbirt find. Aus nahe liegenden Gründen 
ver Geometrie müfjen alfo die genannten Halbirungslinien 
parallel mit einander fein. Aus denfelben Gründen folgt 
aber auch der Parallelismus ber Linien CM und DH, 
welche die bei C und D fich gegenüber liegenden Winfel des 
Parallelogrammes CEDF halbiren. 

Aus dem hier dargelegten ergiebt ſich num die folgende 
höchft einfache Eonftruction des Schwerpunfted: 

Man halbire zwei Winfel Des gegebenen Drei- 
eds, und ziehe aus den Mitten der gegenüber lie- 
genden Seiten mit den geraden Halbirungslinien 
zwei Barallelen, fo find letztere Schwerlinien, 
und ihr gemeinfchaftlider Durchſchnittspunkt iſt 
der geſuchte Schwerpunkt. 


8. 123. 


Bon einem unveränderlich zuſammenhangenden Syſtem 
gerader Linien von gleichfoͤrmiger Schwere findet man den 
Schwerpunkt, wenn die Gewichte der Linien in ihren Mitten 
vereinigt gedacht, und von dieſen Punkten auf zwei, nicht mit 
einander parallele, Achſen Perpendikel gefällt werben. Die 
Summe der Momente fämmtlidher Linien, in Bezug auf 

15 
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jede dieſer beiden Achfen genommen, dividirt Durch Die Summe 
der Linien felbft, giebt alsbann den Abſtand des gefuchten 
Schwerpunftes von der bezüglichen Achfe. 

Iſt das Syſtem von gleichförmig ſchweren Linien ein 
Theil von dem Umfange eines regulären Polygens ABC..G 
(Fig. 77), fo denke man fich durch den Mittelpunlt O des 
darum befchriebenen Kreifes eine Gerade XY gelegt, welche 
mit der Sehne AG parallel ift, und nehme biefe zur Mor 
mentenacdhfe. Es. ſei BC irgend eine von ben gleichen Sei⸗ 
ten des regulären Polygons und OR ber normale Abftand 
ihres Schwerpunftes O von der Achſe XY; alsdann wird 
ihr Moment rüdfichtlich diefer Achfe durch das Produkt 
BC-OR ausgevrüdt. Man fälle von den Gnbpunfien B 
und C der in Betrachtung gezogenen Seite BC die Perpen⸗ 
vifel BB, CC’ auf die Sehne AG, und ziehe BC” paral 
lel mit AG. Berbindet man mun bie Mitte Q der Seite 
BC mit dem Kreis-Mittelpunfte O durch Die Gerade OQ, 
fo ift diefe Linie auf BC fenfrecbt, und man Tann leicht be= 
weifen, daß die, Dreiede OQR und BCC“ mit einander 
ähnlich find. Hieraus ergiebt ſich die -Proportion 

00 :OR =BC: BC"; 

alfo BC-OR =. 00-BC". 

Sept man OQ = a und berüdfichtigt, daß BC" = B’C' 
die Brojection der Polygonſeite BC auf die Sehne AG ift, 
fo erhält man für das Moment biefer Seite den Ausdruck 

a-B’C'. 

Man findet demnach das Moment von irgend einer ber glei- 
hen Polygonſeiten in Bezug auf die Achfe XY, wenn man 
den Berpendifel vom Mittelpunfte des umfchriebenen Kreifes 
auf diefe Seite mit ihrer Projection auf die Sehne AG 
multiplieirt. Dies Gefeg laͤßt ſich für alle andern Poly⸗ 
gonfeiten ganz auf diefelbe Art nachweifen, und da Die vom 
Kreis: Mittelpunfte O auf fie gefälten Perpendifel alle die⸗ 
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felbe Länge a haben, fo erhält man für die Summe der Mo- 
mente aller Bolygonfeite, vder für das Moment des Um- 
fange® ABC...G, den Ausdrud 

aAB'-Ha-B'C’ -+a- CD’ +. +2-PG = 

a(AB' --B’E’-+- CD’ + -+F'O). 
Die Summe der Projertionen, welche auf der rechten Seite 
dieſer Gleichung in der Klammer ſteht, giebt aber die 
Lange. ver Sehne AG, und wenn dieſe mit s bezeichnet 
wird, fo iſt 
Moment von ABC...G = as. 

. Sft OD eine Linie, welche die Sehne AG ſenkrecht 
durchſchneidet, fo theilt Diefe den Umfang ABOC...G in wel 
congruente Hälften und ift daher eine Schmwerlinie deffelben. 
Hiervon überzeugt man fich leicht, wenn man von zwei 
Bolygonfeiten, 3», B. BC und EF, die zu beiden Seiten 
ber Linie OD einerlei Lage haben, die Momente in Bezug 
auf OD als Achſe bildet, wo fi dann ergiebt, daß dieſe 
Momente immer mit einander gleich find. Es ſei demnach 
P ver auf OD befindliche Schwerpunft des. Umfanges 
ABC...G, und fein Abftand PO vom Mittelpunfte des um- 
fchriebenen Kreiſes werde mit z bezeichnet. Werner fei bie 
ganze Länge des Umfanges 

AB+BC+-CD+".+-FG = 
fo ergiebt fick, nach der befannten wel $ $. & @ 
as 


z = — 


u 
woraus fich bie folgende PBroportion bilden läßt: 
u:r8 =a! zZ. 

D. 5. der Umfang verhält fih zur zugehörigen Sehne, wie 
der vom Mittelpunfte des umfchriebenen Kreifes auf eine ber 
PBolygonfeiten gefällte Berpendifel zum Abflande des gefüch- 
ten Schwewunlies von dem ' genannten Kreid-Mittelpunfte. 

15* 
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8. 124. 

Schwerpunft eines gegebenen Kreisbogens. 
Die Art und Weife, wie im vorigen Paragraphen ver Schwer- 
punft von einem Stüd des Umfangs eines regulären Poly⸗ 
gones gefunden wurde, ift offenbar unabhängig von den Län- 
gen und ber Anzahl der Polygonfeiten, unb bleibt daher 
ganz biefelbe, wie Hein auch diefe Seiten und wie groß auch 
ihre Anzahl, innerhalb eines begrenzten umfchriebenen Kreis⸗ 
bogens, gedacht werden. Je Eleiner man fich nun jene und 
je größer man fich diefe denkt, deflo näher wirb das Stud 
des Polygon-Umfanges einem Kreisbogen kommen. Stellt 
man fich die Anzahl der Bolygonfeiten unendlich groß und 
ihre Längen unendlich Hein vor, fo fält dad Polygonftüd 
mit dem darum befchriebenen Kreisbogen zufammen, und ber 
Perpendifel vom Mittelpunfte auf eine der Bolygenfeiten 
wird dem Radius des Streifes gleich. Das im vorigen Pas 
ragraphen gefundene Geſetz iſt dann auch zur Beflimmung 
des Schwerpunftes eines Kreisbogens gültig, wofern berfelbe 
als ein Polygonſtück von unendli vielen Seiten betrach⸗ 
tet wird. 

Bezeichnet demnach b die Länge des Bogens ADB 
(Big. 78), s die Länge feiner Sehne AB und r den zuge- 
hörigen Halbmefir CA=CB, fo liegt der gefuchte Schwere 
punft G auf der Geraden CD, welche den Mittelpunfte- 
winfel ACB halbirt, und fein Abftand CG = z vom Mit- 
telpunfte C beftimmt fich durch die Gleichung 


(1) y= T- 
Daraus läßt fi aud die folgende Proportion bilden: 
(2) b:se=r:2; 


d. 5. der Bogen verhält fi zur Sehne, wie der 
Radius zum Abftande des Schwerpunftes vom 
Mittelpunfte des zugehörigen Kreifes. 
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Die Formel (1) Iäßt fi) trigonometrifch Darftellen, wenn 
man den halben Mittelpunfiswinkel ACD = BCD, im Bu- 
genmanß für den Halbmeſſer 1, mit & bezeichnet. Alsdann 
ift: Bogen ADB = b = 2ra, Sehne AB= s=2rSinez 
folglich entfleht, wenn dies ſubſtituirt wird, 

— 2r. Siue 
& 

Falt man vom Schwerpunfte G auf einen ber beiden 
Hatbmefler BC den Berpendifel GE, jest CE=x un 
GE = y, fo fann man diefe beiden Linien als Coorbinaten 
des Bunftes G betrachten, und man erhält leicht 





Sin2 
(4) x=zCosoe=r ag 

0,3 
(5) y-zSina-r. ee 


. Beifpiele. 3) Iſt ADB ber Bogen eines Sertanten, alle «= In; 
Sin«a = }; Sin2« = 3y3, fo fommt 
Sr, 3V3 3Z3r 


= —3 = 77 ⸗73 y= 7 


pe 
2) Für den Bogen des Duabranten if « = In; Sina = 4023 
Sin2« = 1, und daher fommt 
2y2 2r - 2r 


z = — 3 == —3 


7 
3) Für den Bogen bed Halbkreifes iſt « = In; Sina =]; 
Sin?« = 0; alio 
2r 


$. 125. 

Andre Schwerpunfts-Beftimmung eines Kreis: 
bogens. Es fei AB (dig. 79) ein gegebener Kreisbogen, 
O fein Mittelpunft und G fein Schwerpunft, defien Coordi⸗ 
naten x, y in Bezug auf zwei, beliebig durch den Mittel: 
punft gezogene, Achfen OX und OY beftinnmt werben follen. 

Zu dem Ende denfe man den Bogen AB als eine An« 
einanderreihung unendlich Heiner Theile, von denen vw ir 
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gend einen vorflellen mag, und fälle aus den Miüttelpunften 
dieſer Thellchen Perpendikel uu‘, uu” auf die Achſen OX und 
OY. Das Moment des in Betracht gezogenen Theildyens 
vw in Bezug auf OX ale Achfe iſt num befanntlich gleich 
vw-uu’; und wenn man auf gleiche Welfe die Momente 
aller übrigen Bogentheildhen in Bezug auf bdiefelbe Achſe 
bildet, fo erhält man durch Summation diefer Momente den 
Ausdrud Slvw-uu). Eben fo findet man in Bezug auf 
OY als Momentenachfe die Summe der Momente aller Bo⸗ 
gentheilchen gleih I(vw-uu”); während die Summe aller 
Bogenelemente, oder Z(vw), gleih AB if. Nach früheren 
Lehren hat man nun zur Beflimmung von x und y bie 


Gleichungen: 
a) xo ZS(vw-uu”), _ Z(vw-uu‘) 
DI(vw) ’ (vw) 

“ Man fälle aus den Bunften v und w die Perpendikel vv‘, 
ww‘ auf OX, vv”, ww” auf OY, und ziehe die Berbin- 
dungslinie Ou, welde leßtere den Halbmeſſer r des Kreis⸗ 
bogens vorftellt, fo erhält man das als gerablinig zu betrachtende 
Dreied vwt, welches mit ben beiden Dreiefen Ouu‘ und 
Ouu’ ähnlich iſt. Daraus ergeben fich bie Vergleichungen: 

vw: wt — Ou:uu; 

vw: vt= Ou: uu“; 
alſo vw. uV = Ouwt=rvw); 

vw . uu“ = Ou-vt=r-v”w”, 
Das Moment des Theilchens vw in Bezug auf jede der 
beiden, durch den Mittelpunft O gezogenen, Achfen ift alfo 
gleih dem Produkt aus dem Halbmeſſer in die Projection 
des fraglichen Theilhens auf die entfprechende Momenten: 
achfe. : Folglich ift die Summe der Momente aller Bogen: 
theifchen in Bezug auf jede der beiden in Rebe befinplichen 
Achfen gleich dem Produkt aus dem Halbmeffer in die Summe 
der Projectionen aller Theilchen auf Diefelbe Achſe; d. 5. 
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S(vw-uu) = (vw) =r23(lvw); 
S(vwuu‘) = S(rv'w) = 1r-I(v"w”). 

Offenbar ift aber die Summe ver Proiectionen aller Thellchen 
einer Linie jedesmal gleich der Projection der Linie ſelbſt; 
alfo im vorliegenden Kalle Zlv'w‘’) = A’B’ und (v" w”) 
= A“B“. Mit Rüdfiht hieraufift Zlvw-uu‘) = r-A'B'; 

Z(vw-uu”) = r-A"B", und wenn dies in (1) ſubftituirt 
wird, fo entſteht, da z(vw) = AB iſt, 

| r-A"B“ r-A'B' 
(2) ep’ IT TAB 
Aus. diefen Formeln Iaffen fich folgende Proportionen bilden: 
&) AB: A'B" = r:x; 
AB:AB =r:y; 
d. 5. der Kreishogen verhält fih ju feiner Projec— 
tion auf jede durch den Mittelpunft gezogene Achſe, 
wie der Radius zum Schwerpunftsabftand des Bo— 
gens von jener Adfe 
Diefes Geſetz ift von der Lage des Kreisbogens gegen 

die Achfen ganz unabhängig, nur müffen letztere durch den 
Mittelpunkt des Kreifes gehen. — Die im vorigen Paragras 
phen gefundenen Refultate Iaffen fich aus dem obigen Gefege 
leicht als befondere Fälle ableiten, was hier aber feiner wei⸗ 
tern Ausführung bedarf. 
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Schwerpunft einer Rorblinie Es fi AFNKB 
(Fig. 80) eine fogenannte Korblinie, welche aus den drei, bei 
F und K ftetig in einander übergehenden, Kreisbögen AF, 
FK und KB zufammengefegt if. Die Mittelpunfte vieſer 
Kreisbägen befinden fih in E, D und H; ihre Halbmeſſer 
finAE=EF=1r,DF=DK =+r, HK =HB=1t, 
und die zugehörigen Mittelpunftswinfel AEF = f, FDK 
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= 20 und BHK = /, Iebtere im Bogenmaaß für den Halb⸗ 
meflr = 1 
Nimmt man die Sehne AB zur Momentenachfe, fo iſt 
der Abfland des Schwerpunftes des Kreisbogens AF von 
diefer Achfe, nach Nr. 5 des 5. 124, gleich 
Sinà _„ ‚Sina? 
Tr Tu 
und weil die Länge dieſes Bogens = r'ß ift, fo ergiebt ſich 
defien Moment, hinfichtlich der Achſe AB, gleich 


123 
r' 8-2r auf — 2r'?.Sin} 9°; 


was zugleih das Moment des Bogenftüds KB ifl. 
Bei dem mittleren Bogen FK ijt der Abftand Des 
Schwerpunktes vom nugcher aen Mittelpunkte D, nach Formel 


(3) in $. 124, gleih r- 


ginge CD = (t—r) Cosa fubtrabirt, fo findet man den 
Abftand des Schwerpunftes von der Achſe AB gleich 


ne _ (r— r')Cosc. 








=; und wenn man hiervon die 


Dies mit der Ränge des Bogens FNK = 2ra multiplicirt, 


giebt dad Moment gleich 
2r?-Sin« — 2r(r — r!)a-Cose. 
Demnad) ift die Summe der Momente aller drei Kreiöbögen, 
oder das Moment der ganzen SKorblinie, gleich 
2r?-Sine — 2r(r — r)a-Cosa + 4r'?-SinzP?. 

Die Länge der Korblinie ANB tft aber = 2re + 2r'f, 
und wenn man hiermit den vorigen Ausdruck für das Moment 
diefer Linie dividirt, fo findet man den Abſtand CG = 2 
des gefuchten Schwerpunltes G von der Sehne AB; nämlich 

_r Sine—r(r—r)oa-Cos« + 2r'?- Sin! — 
D z — . 

re + r'ß 

Diefe Formel laͤßt fich noch etwas umformen, wenn man ans 
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flatt Sin} 5? feinen Werth 4(1— Cosß)- fept und dabei bes 
rüdfichtigt, daß. A der Komplementwinfel. von «, alfo Cos£ 
= Sin« if. Nah Subſtitution biejer Werthe ſindet man 
folgenden Ausdruck: 
| _ (ar?) Snoe—er(r— r) Cose-+r'”? 

Q) z= et —- rf)+rrfrn 

Segt man die halbe Sehne AC = BC = a, und bie 
Höhe bed Bogens CN = b, fo tft 

DE-Sinooa = CE; vder (r—r)- Sur = a—r; 

DE-Cos@e = DC; „ (—r)- Cosa = r—b; 
und wenn man biefe Werthe in den vorigen Ausdruck ein» 
fest, fo fommt: 

_Ga+-N)a@—N)—-ertt—b)+r? 

u et—r)+yrn 
a(r +!) —r! —eor(r—b) 


8) alı-r)+arn 
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In dem rechtwinkligen Dreieck CDE ($ig. 80) ift 

nad) dem pythagorälfchen Tehrfage: 
DE? = CD’+CE?’; 
oder, weil DE = r—r, CD = r—b und CE = a—r/ ift, 
GN)’ = (t—-b’+(@a— rn)”. 

Sofern nım die Größen a. und b gegeben find, kann man 
aus biefer Gleichung jeden der beiden Halbmefler r oder r‘ 
finden, wenn der andere als befannt angefehen wird. Man 
erhält nämlich 
a’+-b?’—2ar, ,‚, _ 2rb — (a’-+b?) 
mn I’ ıOT2e-a) 

Gewöhnlich ift die Sehne AB, alfo auch ihre Hälfte a, 
und die Höhe CN = b der Curve ANB gegeben. Man 
fann dann mehrere Conftructions« Methoden in Anwendung 
bringen, um hieraus die Lage der Mittelpunfte D, E und 


d) r= 
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H, erflerer auf der verlängerten Höhe NC, die beiden letzte⸗ 
ren aber jevesmal auf der Sehne AB, fo wie die Halbmeſ⸗ 
fer r und r‘ der Beringung gemäß zu finden, daß bie Korb⸗ 
linie in einem ftetigen Zuge durch die drei beftimmten Punkte 
A, N und B gehe. Indeſſen braucht man nur einen ber 
genannten Halbmeffer aus der in Anwendung gebrachten 
Eonftruction -herguleiten, weil dann ber andere, in Folge der 
vorigen Gleichungen (1), ebenfalls bekannt if. Wenn 3.8. 
die Bedingung gemacht wird, daß die Mittelpunftswinfel 2« 
und 4, in Bogenmaaß für den Halbmeffer 1 genommen, je⸗ 
der zu 60 Graden gehören follen, fo befchreibe man uͤber der 
halben Sehne AC das gleichfeitige Dreieck ACM, made 
auf der Seite CM deflelben das Stüd CL gleich der Höhe 
CN, und ziehe aus N durch L eine gerade Linie NF, 
welche, bis zu der zweiten Seite AM verlängert, dieſe in F 
fchneivet. Zieht. man nun aus F parallel mit MC eine 
Gerade FD, fo beftimmen deren Durchfchnittspunfte mit der 
Sehne AB und mit der verlängerten Höhe NC die Mittel: 
punfte E und D, und wenn man CH = CE madıt, ſo er⸗ 
hält man den dritten Mittelpunkt H. 

Daß diefe Eonftruction der vorhin ausgefprochenen Be- 
dingung ein Genüge leiftet, laͤßt fich leicht darthun; denn das 
Dreied AEF ift gleichfeitig, folglih AE = FE und LAEF 
— 60°. Ferner it AFDN ähnlich mit ALCN, und well 
letzteres Dreied nach der Eonftruction gleichfchenklig ift, fo 
ift es auch Das erftere, mithin DE = DN; auch iſt 
LFDN = 30°, alfo der ganze Mittelpunftsmwinfel FDK 

— 60 Grabe. 

Die Halbmeffer findet man nun auf folgendem Wege: 
Im Dreied FLM it FM=a-r, LM=a-b, LFML 
= 60% audit ZFLM = ZNLC = M—!ILCN, d. h. 
LFLM = %’— 15° = 75°, und daher findet fich-- der 
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dritte Winkel LFM = 45°. Demzufolge hat man nach einem 
fehr befannten trigonometrifchen Lehrfage die Gleichung 
FM-SinMFL = LM-SinMLF; 





oder (a—r)Sin45° = (a—b) Sin75°, 
| ı _ .aSin45 — (a— b) Sin75 
und daraus = — —“ 
bSin75 — a (Sin75 — Sin 45) 
* 8 45 — 


Rach den Vega'ſchen Tafeln iſt aber Sin75° = 0,966, 
Sin45° = 0,707; daher entfteht 
(2) 1 = 1366:.b— 0366. = a— 1,366-(a— b), 
Zufolge der erſten Formel dieſes Paragraphen findet 

man nun, wenn darin der gefundene Werth von r’ fubfti- 
tuirt wird, 
a? + b? —2a(1,366-b — 0,366 a) 
77 2Yb — 1,366 -b -+ 0,3660) 

a? + b? —2ab + 0,732.a(a—b) 
— 77 7770,732-(a —b) " 
Weil nun a? -+b?— 2ab.= (a—b)? ift, fo laͤßt ſich der 
Ausdrud im Zähler und Nenner mit a— b divibiren, und 
nach gehöriger Nebuction ergiebt fich zulegt 


(3) r = 2,366-.a —1,366-b = a-+ 1,366-(a—b). 


r = 





Auf ähnliche Art können die Halbmefler r und r! aus ben 
Größen a und b für jede andere Eonftructiond-Methobe ge- 
funden werben. Subftituirt man dann ihre Werthe in die 
Formel (3) des vorigen Paragraphen, fo erhält man den 
Abſtand des Schwerpunftes der Korblinie von ihrer Sehne. 


Beiſpiel. Es fii a 20, b = 15, fo erhält man nach der vo⸗ 
sigen Conftruction die Halbmefier 
r= 238; r = 1347; 
und wenn biefe Zahlenwerthe in die Formel (3) des wor. Paragraphen 
gefeßt werben unb dabei berückfichtigt wird, daß « = In = 0,5236 iſt, 
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fo findet man für den Abſtaud z des Schwerpunftes von ber Sehne fehr 
nabe z = 10; 

fo taß alfo, in die ſem Kalle, der Schwerpunft ber Korblinie ungefähr 
auf 3 ihrer Höhe von der Sehne entfernt liegt. 


I. Beftimmung ver Schwerpunkte ebener Blächen. 


$. 128, 


Schwerpunkt einer ebenen Dreiedsfläche. ber 
die Ebene des Dreiedd ABC (Sig. SD fei eine ſchwere 
Materie gleichförmig vertheilt, fo daß gleiche Flächentheile 
gleiche Gewichte haben, dann erhält man eine Schwerlinie 
diefes Dreieds, wenn man eine feiner Seiten, 3. B. BC, im 
Punkte D halbirt, und aus D nach ver gegenüberliegenden 
Winfelfpige A die gerade Verbindungslinie DA zieht. Denn 
eine ſolche Verbindungslinie halbirt alle innerhalb des Drei- 
ecks mit der halbirten Seite parallel gezogenen Linien, und 
wenn man fich die letzteren in unendlich Fleinen Abftänden 
von einander benft, fo kann man die dazwiſchen liegenden 
Elementarftreifen, wie pq, als gleichförmig ſchwere gerade 
Linien betrachten,. deren Schwerpunkte in ihren Mitten, folg- 
ih alle in der geraden Berbindungslinie AD liegen. Dar- 
aus folgt dann, daß leptere in Bezug auf die Dreiedsfläche 
ein Durchmeffer der Schwere fein muß. — Eonftruirt man 
in derfelben Art eine zweite Schwerlinie BE, fo ift ihr ges 
meinfchaftlicher Durchfchnittspunft G der gefuchte Schwer⸗ 
punft des Dreiecks. 

Man verbinde die beiben Halbirungöpunfte D und E 
durch eine gerade Linie DE, fo ift diefe mit der britten 
Seite AB parallel und gleich der Hälfte von ihr; auch find 
bie Dreiede ABG und DEG einander ähnlich, und daher 


verhält fich: 
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BG: EG=AB:DE= 2:1]; 
BG+EG:EG = 2+1: 1: 
oder BE:EG=3:]; 
folglich if EG = 1BE. 
Theilt man alfo eine Schwerlinie BE des Dreieds in drei 
gleiche Theile, fo iſt der Theilpunkt G, welcher der halbirten 
Seite AC zunaͤchſt liegt, der gefuchte Schwerpuntft. 
Iſt BB’ die auf AC normale Höhe des Dreieds und 
GG‘ eine Barallele mit der Seite AC, fo verhält ich 
BB’: B'G' = BE: EG; 
folglich ift auch B'G' = 4BB', 
d. bh. die normale -Entfernung des Schwerpunftes 
von einer der drei Seiten des Dreieds ift gleich 
dem dritten Theil der auf diefer Seite fenfrechten 
Höhe. 
Auch Fann man fagen: der Schwerpunft des Drei- 
eds liegt auf zwei Drittheil der Höhe von der 
Spitze entfernt. (Bergl. 8. 71. Zuf. zu 3) 
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Abftand des Schwerpunftes einer Dreieds- 
fläche von irgend einerim Raume gegebenen Ebene. 
Es ftele ABC (Fig. 82) das Dreied vor, welches in Ber 
zug auf die Ebene XY eine beliebige Lage haben mag. Die 
Perpendikel AA’, BB’, CC von defien Eckpunkten auf die 
genannte Ebene follen nach der Reihe mit a, b, c, und Der 
Berpendifel GG’ vom Schwerpunfte G auf dieſelbe Ebene 
mit zı begeichnet werden. 

Um letzteren zu beflimmen, fann man in Bezug auf das 
Paralleltrapez AA’D’D die befannte Gleihung anwenden: 
GG-AD = AA'-DG-+-DD'AG. 

Darin ft AA =, DG + 3AD, AG. = 3AD; alfo 
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Cd =z= +7 DD 


- In dem Varalleltrapege BB’C’C ift aber, weil D die 
Mitte von BC if, 2DD' = BB’ -+-CC' = b-++c; folg- 
lidy erhält man den gefuchten Abftand 
arb+rc, 

3 
dv. 5. der Abſtand des Schwerpunftes eines jeden 
Dreiedes von irgend einer beliebigen Ebene im 
Kaum ift gleih dem arithmetifchen Mittel der Ab- 
fände feiner drei Winfelpunfte von derſelben 
Ebene. . 

Zuſatz. Ganz auf demfelben Wege läßt fich auch zei- 
gen, daß der Abftand des fraglichen Schwerpunftes von einer 
in ver Ebene des Dreiecks beliebig angenommenen geraden 
Linie ebenfalls gleich dem dritten Theile von der Summe der 
Abftände feiner drei Winfelpunfte von berfelben Linie ift. — 
Liegt ein Winfelpunft des Dreieds in dieſer Linie ſelbſt, fo 
ift fein Abftand gleich Null, und man erhält für den Abftand 
des Schwerpunftes den dritten Theil von der Summe ber 
Abſtaͤnde der beiden andern Winkelpunfte. 
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Schwerpunft eines Trapezes mit zwei parals 
felen Seiten. Iſt ABCD (Sig. 83) Bus gegebene Ba- 
ralleltrapes, fo ift die Linie EF, weldye die Mitten E und F 
der beiden mit einander parallelen Seiten AD und BC ver- 
bindet, ein Durchmefler ver Schwere, weil fie alle innerhalb 
des Trapezes mit jenen Seiten parallel gezogenen Linien 
halbirt. Um noch eine zweite Schwerlinie und durch deren 
Durchfchnitt mit EF den Schwerpunft zu finden, ziehe man 
eine Dingonale AC, und beftimme von ben Dadurch ges 
bildeten Dreieden ABC und ACD, nad $. 128, die 
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Schwerpunkte Hund K. Die Berbindungslinie HK dieſer 
beiden Punkte wird bann eine zweite Schwerlimie, und ihr 
Durchichnittspunft G mit der erfien EP der gefuchte Schwer: 
punft fein. | 

Wil. man die Lage des Schwerpunftes durch Rechnung 
beftimmen, fo fein AD = a, BC = b die Längen der pas 
rallelen Seiten; AL = h ihr normaler Abftand von ein« 
ander, ober die Höhe des Trapezes, und GG’ = z fei ber 
fragliche Abftand des Schwerpunftes G von der Seite AD. 
Aus den Schwerpunften H und K der Dreiede ABC und 
ACD fälle man auf AD die Perpendikel HH’ ınd KK’, 
fo ift die Summe der Momente diefer beiden Dreiede, im 
Bezug auf AD ald Mementenachfe, gleich 

AABC-HH' + AACD-KK), 
und wenn dies durch die Summe ihrer Flächen dividirt wird, 
jo erhält man den gejuchten Abftand 
GG = AABC-HH'-FAACD-KK' 
AABC-+-AACD 
Kun ft aber AABC = !bh; HH’ = 33h; 
AACD = 4ah; KK'= 4b; 

biefe Werthe eingefegt und dann reducirt, giebt GG" oder 
eb) z = na + 2b 





In Bezug auf die Linie AL, welche im Punkte A auf 
der Seite AD fenfrecht ift, fi GG” = z’ der normale 
Abftand des Schwerpunftes G. Seht man BL = c, ſo 
ft Ch = b-+c, und man findet, nach dem vorigen Para- 
graphen, den Abftand des Schwerpunfted H bes Dreieds 
ABC von der Linie AL, nämlich 

HH” = 3(BL-+-CL) = 4(b-+2e). - 
Nach demfelben Geſetze if der Abftand des Schwerpunftes K 
des Dreied6 ACD von der Linie AL 

KK" = g(CL+-AD) = Ya+rb-+ C). 
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Folglich ift Die Summe der Momente beiver Dreiede, in Be⸗ 

zug auf AL als Momentenachſe, gleich 

1p.® +2 +lah. atIte_ 

und dies durch die Summe ber beiden Dreiedöflächen gleich 
iah--!bh = !h(a-+-b) 

dividirt, giebt den gefuchten Abftand des Schwerpunftes G; 


nämlich 
(2) = a+-b°’-+-ab-rac-+-2be 
3(a-+b) 
Zuſatz. Wärec=0,d. 5. die Seite AB ſelbſt auf 
AD perpendifulär, fo würde fich ergeben: 
Fa "+b"+rab 
= ga+rb) 


—=!h(a?-+b’-Hab+ac+2hc) 
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Gonftruction des Schwerpunftes eines belie- 
bigen Biereds. Wenn ABCD (dig. 84) daß gege- 
bene Biere vorftellt, von welchem der Schwerpunft gefun- 
den werden fol, fo balbire man zwei feiner Seiten BC und 
AD in den Punkten F und E, ziehe von Fnach A, fo wie 
von E nah C gerade Linien, und nehme darauf FM 
= IFA; EN = !IEC. fo find M und N die Schwerpunfte 
der beiden Dreiede, worein dad Viereck durch bie Diagonale 
AC zerlegt wird, und wenn beide Punkte durch eine gerade 
Linie MN verbunden werben, fo ift diefe ein Durchmefler 
der Schwere des Vierecks. In derfelben Art fann man noch 
- einen zweiten Schwerburchmefier HK conftruiren, wenn man 
die Verbindungslinien FD, EB zieht, darauf FK = FD, 
EH = ;EB nimmt, und die Punkte K und H durch eine 
gerade Linie verbindet. Der Durchfchnittspunft G- beider 
Schwerburchmefier MN, HK ift alsdann der gefuchte Schwer⸗ 
punkt Des Trapezes. 
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Der Schwerpunft eines beliebigen Viereds laͤßt fich auch 
durch folgende einfachere Conſtruction finden. Man ziehe bie 
beiden Diagonalen AC und BD (Fig. S5), welche fich beibe 
in F fchneivenz die erftere halbire man inE, auf der andern 
trage man das Stüd BF von D nad) L, und verbinde ben 
fo beflimmten Bunft L mit der Mitte E der Diagonale AC 
durch die Gerade EL. Indem man nun die zuletzt genannte 
BVerbindungslinie in drei gleiche Theile theilt, fo ift der Theile 
yunft G, welcher zunädft an der. halbirten Diagonallinie 
liegt, der gefuchte Schwerpunft. 

Um die ‚Richtigkeit diefer Conſtruction darzuthun, ver⸗ 
binde man den Punkt E mit den Winkelpunkten B und D 
durch die Geraden EB, ED und ziehe durch G parallel mit 
BD die Linie HK, welche fi) mit den beiden vorigen in H 
und K fchneidet. Alsdann ift, weil. nach der Gonftruction 
EG = 3EL if, auch EH = 3EB md EK = }3ED. 
Demnach find H und K die Schwerpunfte der Dreiecke ABC, 
ADC, und HK if eine Schwerlinie des gegebenen Vierecks. 
Es verhält ſich nun, wie leicht einzufehen, 

GH :GK = LB: LD= DF:;: BE, 

Denkt man fi) aus. Bund D auf AC bie Perpenbifel 

BB’ und DD’ gefällt, fo verhält fih ferner 
: AACB : AACD = BB’ : DD’ 


ober = BF; DEF. 
Diefe Proportioa mit der vorhergehenden verglichen, gen 
- bie folgende: 


GH : GK = AACD:: AACB; | 

woraus nun Cmit Hinficht auf 8. 57) Bervorgeht, daß G 
der Schwerpunft. des Vierecks ABCD if. — 

Zufatz. Wäre das ‚gegebene Biered ein Barallelo 
gramm, fo würden ſich die Diagonalen deſſelben gegenfeitig 
in ihrem gemeinfchaftlichen Durchſchnittspunkte F'. halbiren, 
d. h. die Bunfte E und L würden mit F zufammenfallen; 

l 16 
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folglich auch ber Schwerpunft G. Demnach liegt der Schwer- 
punft eines jeden Parallelogrammes in dem Durchſchnitto⸗ 
punkte ſeiner beiden Diagonalen. 
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Schwerpunkts⸗Beſtimmung der VPolygone. Die 

Conſtruction des Schwerpunktes gegebener Polygone Fommt 
immer darauf hinaus, daß man zwei verſchiedene Schwer⸗ 
durchmeſſer beſtimmt, deren gemeinſchaftlicher Durchſchnitts⸗ 
punkt der geſuchte Schwerpunft iſt. If das Polygon ein 
güunfeck, fo kann es durch eine Diagonale in ein Dreieck und 
ein Trapez zerlegt werben, und wern man Die Schwerpunfte 
dieſer beiden Figuren nach dem BVorhergehenden eonftruirt, 
und burch eine. gerade Linie mit einander verbindet, fo er⸗ 
halt man eine Schwerlinie des Fuͤnfecks. Durch eine aber- 
malige Zerlegung mittelft einer andern. Diagonale Tann man 
in verfelben Art eine zweite Schwerlinie conftruiren, und dann 
liegt der gefuchte Schwerpunkt in dem gemeinfchaftlichen 
Durchfchnitte beider Schwerlinien. Eben fo findet man ben 
Schwerpunft eines Polygones von ſechs ‚Seiten, wenn 
daſſelbe durch Diagonalen zweimal in zwei Vierece zerlegt 
wird u. ſ. w. 

Man wird leicht einſehen, daß dieſe Methode bei viel⸗ 
ſeitigen Figuren ſehr umſtaͤndlich wird, und deshalb bedient 
man ſich, um den Schwerpunkt einer ſolchen Figur zu beſtim⸗ 
men, lieber der Rechnung, wodurch man leichter zum Ziele 
gelangt. Zu dem Ende kann man dieſelbe in lauter Dreiecke 
zerlegen, von jedem einzelnen Dreieck den Inhalt berechnen 
und die Abſtaͤnde ſeines Schwerpunktes von zwei geraden, 
in der Ebene der Figur beliebig gezogenen Linien meſſen. 
Dividirt man dann die in Bezug auf jede dieſer Linien ge⸗ 
bildete Summe der Momente aller Dreiecke durch die Summe 
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ihrer Flaͤchen, fo findet man bie Abſtande bes Schwerpunk⸗ 
tes der gegebenen Figur von denſelben Linien. 
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Schwerpunft von dem Auoſchnitte eines regu- 
lären Bolygone. Es fe OABC...G (Fig. 86) ber 
Husfchnitt eines regulären Polygons; O ver. Mittelpunkt und 
OA = OD = 0G der Halbmeſſer des darum Befchriebe- 
nen Kreiſes. 

Man verbinde die Winkelpunkte B, C,D, E, ⁊c. mit 
dem Mittelpunfte O durch gerade Linien, fo wird dadurch 
- der Polygon=Ausfchnitt In lauter congraente gleichſchenklige 
Dreiecke zerlegt, von denen jedes eine der gleichen Polygon⸗ 
feiten zur Grundlinie hat, und deren Spigen fich ſaͤmmtlich 
im Mittelpunfte O vereinigen. Iſt BOC irgend eins von 
dieſen Dreieden, und ON der von ber Spibe auf feine 
Grundlinie gefällte Perpenbifel, fo ift der Inhalt beſſelben 
gleich ıBC-ON; 
und wern Q feinen Schwerpuntt, OR einen Berpenbifel aus 
bemfelben auf eine durch den Mittelpunft O mit der Sehne 
AG parallel gezogene Linie XY vorftellt, fo druͤckt 

'1BC-ON-QR 
das Moment diefes Dreieds in Bezug auf XY ad Mo⸗ 
mentenachie auo. 

Man fälle aus den Winkelpunkten B und C die Ber: 
pendikel BB’ und CC’ auf die Sehne AG, und ziehe BC“ 
parallel mit letzterer, fo ift es fehr leicht, bie Ahnlichkeit der 
beiden Dreiede CBC" und OQR nachʒuweiſen. Aus biefer 
Aehnlichkeit folgt dann: 

Ä BC: BC" = 00: OR, 





oder BC: B’C' = 30N : OR; 
5 ‚on: BC 
folglich OR= BO 


16* 
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Subflisuirt man biefen Werth an der Stelle von OR in 

den vorhin gefundenen Ausdruck für dad Moment des Drei⸗ 

eds BOC, fo nimmt derfelbe folgende Geftalt an: 
ION?.B'C. 

Da die Perpendifel vom Mittelpunfte O auf die Polys 
gonſeiten alle einander gleich find, jo kann man ihre gemein- 
fchaftliche Länge mit a bezeichnen, und wenn Dies an die 
Stelle von ON geſetzt wird, fo verwandelt ſich der vorige 
Ausdruck in folgenden 

Jaꝰ · pC. 

Demnach erhält man dad Moment des Dreieds BOC, in 
Bezug auf die Achſe XY, wenn man ein Drittheil von dem 
Quadrate des Perpendikels, aus dem Mittelpunfte O auf die 
Polygonſeite BC, mit der Projection diefer Polygonfeite auf 
die Sehne AG multiplieirt. Dffenbar gilt dies Geſet ganz 
ebenfo für die Momente aller übrigen Dreiede, und daher 
erhält man für die Summe fümmtlicher Momente 

3a’ (AB' +-B’C'+-C'D’+--+-F'G) = ja’s; 
wofern man bie in der Klammer ſtehende Summe der Bros 
jectionen, d. b. die Länge ber Schne AG, mit. s bezeichnet. 

Der Klächeninhalt des Polygonausſchnittes OABC..GO 
ift nun befanntlich gleich dem Inhalte eines Dreieds, welches 
den Umfang ABC...G = u zur Örunblinie und den Ab- 
ftand a der Polygonfeiten vom Mittelpunfte zur Höhe hat. 
Diefer Inhalt kann daher durch zau ausgebrädt werben. 

Der gefuchte Schwerpunft P des gegebenen Ausfchnit- 
tes muß nun, wie man leicht einfehen wird, auf ber ‚geraden 
Sinie OD liegen, welche den Mittelpunftswinfel AOG hal 
birt. Sebt man feinen Abftand OP von der Achſe XY 
gleich z, und dividirt das vorhin gefundene Moment la?’s 

durch den Zlächeninhalt zau, fo findet man endlich: 
, a as 


= Jg —ı 


u 
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Eine Bergleichung diefes Refultates mit dem in 9.123 
gefundenen giebt zu -erfennen, daß der Abfland des Schwer: 
punftes der Polygonflähe OABC...GO vom Mittelpunfte 
des umfchriebenen Kreifes, zwei Drittheil von dem Abftande 
des Schwerpunfteo Ines begrenzenden Umfanges ABC..G 
beträgt. 

8. 134. Ä 

Schwerpunft eines Kreisausfchnittes. Das im 
vorigen Paragraphen in Anwendung gebrachte Verfahren, 
um von ‚dem Wusfchnitte eines regulären Polygons den 
Schwerpunft zu beftimmen, erleidet offenbar Feine Anderung, 
wenn man die Anzahl der Polygonſeiten im begrenzenden 
Umfange beliebig vergrößert und ihre reſp. Längen demgemäß 
verfleinert. Das gefundene Gefeg für den Abftand des Schwer⸗ 
punktes vom Mittelpunfte wird daher noch daſſelbe bleiben, 
wenn bie Vergrößerung der Anzahl und die gleichzeitige Ver⸗ 
fleinerung der. Laͤngen der Polygonfeiten ohne Grenzen fort 
gefebt wird; folglich wird es auch für einen Kreisausfchnitt 
gelten müflen, in fo fern man fich defien begrenzenden Bogen 
als aus unendlich vielen gerablinigen Elementen von unend⸗ 
lich Heinen Längen beftehend denkt. 

Es fei demnach ADBC (Fig. 87) ein Rreisausfänitt, 
deſſen Gentriwinfel ACB durch Die Linie CD halbirt wird, 
fo ift diefe ein Durchmeffer der Schwere, und wenn man 
die Entfernung CG des Schwerpunftes G vom Mittel 
punfte C mit z, den Bogen ADB mit b, die Sehne AB 
mit s und ben Halbmeflr CA = CB mit r bezeichnet, fo 
erhält man 


(1) z= In " 
Daraus (äßt ſich die Proportion anſetzen: 
(2) b:s=j3r:z; 


d. 5. der Bogen verhält fich zur Sehne, wie zwei 


\ 
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Drittbeile des Halbmeffers zur Entfernung bes 
Schwerpunftes vom Mittelpunfte. 

Bezeichnedt man den halben Mittelnunftewinfel ACD 
= BCD mit a, in Bogenmaaß für den Halbmefler 1, fo 
it ADB = b = 2ra; AB = s = 2rSina; und wenn 
diefe Werthe in den Ausdrud (1) an die Stelle von. b und 
8 gefegt werben, jo kommt 


Ä Si 
(3) z = Ir. —* 


Dieſes Reſultat hätte man auch noch auf folgendem 
Wege finden können: Man denke fich den begrenzenden Bo⸗ 
gen ADB in unendlich -Fleine Theilchen getheilt, von denen 
vw eins vorftellen mag, und ziehe von den Theilpunkten 
nad dem Mittelpunfte C die Halbmefler, wie vC und wC, 
fo wird dadurch der Kreisausichnitt in lauter unendlich Heine 
Dreiede (vCw) zerlegt, deren Grunblinien- die als gerab« 
linig zu betrachtenden Bogenelemente (vw), und deren reſp. 
Höhen dem Halbmefier x gleich find. Don jedem bieler 
Dreiede liegt der Schwerpunft (3. B. m) auf zwei Drits 
theile feiner Höhe von der Spige entfernt, und daher Liegen 
die Schwerpunfte von allen diefen unendlich ſchmalen Drei⸗ 
een in dem Kreisbogen A'D’B', welcher mit einem Halb- 
mefler = 5r befchrieben ift. Denkt man fich alfo die geſammte 
‚Schwere des Ausfchnittes über diefen Bogen gleichmäßig vers 
theilt, fo muß fein Schwerpunkt mit Dem bes Ausfchnittes ders 
felbe fein, und wenn man deflen Abftand GC vom Mittel- 
punfte, wie vorhin, mit z bezeichnet, fo erhält man nad) 
8. 124 (3), wenn dafelbft ir auſtatt r gefeßt wird, : 

2 Sina 
z=3r 
& - 

Sf GE ein Perpendifel vom Schwerpunft auf ben 
Halbmefler AC, und ſetzt man CE = x, EG = y, fo fir 
det man leicht 
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. Shr2 
(4) x= z:Cose = ar a; 
(5) y- 2 · Sin = ze 


Beifpiele. 2) Es kei ber Aueſchnin ein Sertant, alls a= am 
Sin« == }; Sin2« = 4y3, fo kommt 


=, U ya 


2) Wenn ber Ausfchnitt ein Duabrant if, fo hat man: « == In} 
Sina V23 Sin?2« = ], baber | 
4ry2 4r dr 
3n 3 3* 35 ya 37° 
3) Iſt der Ausfchnitt ein Halbfreis, fo batmanı « = In} Sina =]; 
Sin2« = 03 folglich ” 
4r dr 


s=.—; xı=0j y-—. 


37 
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Schwerpunft eines Kreisabſchnittes. Es fe 
ABD (Sig. 88) ein beliebiger Kreisabfchnitt; C der Mit« 
telpunft und r der Halbmefler des zugehörigen Kreiſes. In 
G befinde fich der gefuchte Schwerpunft des Abfchnittes, und 
fein Abftand GC vom Mittelpunfte C werde mit z be⸗ 
zeichnet. 

Betrachtet man die Schwere des Ausfchniltee ADBC 
als Mittelfraft der beiden Schwerfräfte, welche über bie 
Fläche des Abfchnittes ABD und über die bed Dreiedes 
ABC gleichförmig vertheilt find, fo ift das Moment des 
Ausschnitte allemal glei der Summe der Momente des 
Abfchnittes und des ergänzenden Dreieds; alfo auch das 
Moment des Abfchnittes gleich der Differenz zwifchen ben 
Momenten des Abfchnittes und des Dreiedd. Bezeichnet 
nun a den halben Mittelpunftswinfel ACD = BCD, in 
Bogenmaaß für den Halbmeſſer = 1, fo iſt das Moment 
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des Ausſchnittes ADBC in Bezug auf C ale Momenten- 
punkt, zufolge der Formel (3) des vorigen $. 
a... Sine 
r1 œ rr — — 
— 
Der Inhalt des Dreiecks ABC iſt gleich rSin«-Cose, 
und der Abſtand feines Schwerpunftes von der Spitze C 
(nah 8. 127) gleich zr Cosc, daher das Moment deffelben 


r’SinaCos @-5rCose = jr’Sin a-Cosa’. 


= 3r’ Sine. 


Beide Momente von einander fubtrahirt, geben das Moment 
des Abfchnittes ABD in Bezug auf den Mittelpunkt C als 
Momentenpunft; nämlich 


ir Sina — 3r’Sine-Cosa? = 3r°-Sine°. 
Die Fläche des Abfchnittes kann befanntlich ausgedrückt 
werden Durch: 
re —rSina-Cose = r?(@a—14-Sin?«), 
und wenn man mit Kiefer Släche in ben vorhin gefundenen 
Werth des Momentes bividirt, fo erhält. man 
" 32.80: 8 ® 8 
sr Sina _ 4,.__Sine | 
Ü  rla@—1Sin?2o) du: — Sinde 
Sept man die Schne AB = s und den Blächeninhalt 
des Abfchnittee ABD = A, fo iſt 
s = 2rSino; A = r!’(@«—4Sin2e); 
und wenn bies in bie vorige Gleichung fubftituirt wird, fo 
verwandelt fie fich in folgende: 


8° 
(2) 2 = TA 
d. 5. Dan findet den Schwerpunftsabftand eines beliebigen 
Kreisabfchnittes vom zugehörigen Mittelpunfte, wenn man 
ben Kubus der Sehne dur den zwölffachen In— 
halt des Abfchnittes dividirt. 
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$. 136. 

Schwerpunkt einer Släche, die in einem Kreife 
zwifchen zwei parallelen Sehnen enthalten if. Es 
ſei AA’B’B GFig. 89) die genannte Fläche, deren Inhalt 
= A fein mag; AA’ = s und BB’ = s' feien die begren« 
zenden parallelen Sehnen. In G befinde ſich der gefuchte 
Schwerpunft und fein Abſtand OG vom Mittelpunfte O des 
zugehörigen Kreiſes fol, wie früher, mit z bezeichnet werben, 
Denft man fi die gegebene Kläche zum Kreisabichnitt AEA’ 
ergänzt, fo ift dad Moment berfelben gleich der Differenz 
der Momente der Kreisabfchnitte AEA' = F und BEB’ 
= F'; alfo nach Formel (2) des vorhergehenden Para⸗ 
graphen. 


8 . 48 
z ABDC = F; 


12F BF 
oder zA = u(8’— 82), 
d hieraus 8 
und hierau z = 9, 


vd. 5. Man findet den Abſtand des Schwerpunftes ber, zwi⸗ 
fchen zwei parallelen Sehnen enthaltenen, Fläche vom Mittels 
punfte des zugehörigen Kreifes, wenn man die Differenz 
der Kubi der begrenzenden Sehnen durch den 
zwölffachen Inhalt der Fläche dividirt. 
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Schwerpunft eines concentrifchen Kreis-Ring- 
flüdes. Bon dem Ringſtück ABDC (ig. 90) fi AM = 
BM = r der äußere, CM = DM = r’ der innere Halb» 
mefler und AMB = 26 (in Bogenmaaß für den Halbmei- 
fer = 1) der zugehörige Mittelpunftswinfel. 

Da fih das Ringftüd ABDC als die Differenz ber 
beiden Kreisausfchnitte ABM und CDM betrachten läßt, 
fo wird das Moment der erfteren Fläche gleich der Differenz 
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der Momente der beiden zulebt genannten Flächen fein. Rach 
$. 134 Formel (3) erhält man daher für das Moment des 
Yusfchnittes ABM: 


Sin 2) . 
rꝰ· Ir — = Irẽ.Sin ʒ 


ebenfo für das Moment des Innern Ausſchnittes CDM: 


ag Sm — Irꝰ. Sin c. 
Beide Momente von einander ſubtrahirt, geben das Moment 
des Ringflüdes, in Bezug auf den Mittelpunft C ale Mo- 
mentenpunft, gleich: 

36 — r”)-Sine, 

Die Fläche des Ringftüdes ift = (— r”)a, und wenn 
man biermit in das vorſtehende Moment dividirt, fo erhält 
man den Abftand GM des Schwerpunftes G vom Mittel: 
punfte M, oder 

22 r* — r” ‚Sin« 
DD 2 Fi r? _ 3 Fr Te 

Divieirt man Zähler und Renner mit r—r', fo geſtal⸗ 

tet fih die vorige Formel wie folgt: 
_ıfrr+ rr Sina 
& 2 ’ Tr & 

Es ſei GE ein Perpendifel vom Schwerpunfte G auf 
ben Halbmefier MA, und es werde ME = x, EG = y ge 
feßt, fo hat man x = z:Cose, y = z'Sine; d. h. 

_ —r . ‚Ein? _af+r’+rr Sin2e, 

8 x F -— rt? 5 irrt Ga 
-" Sn ,‚,r+rr+ır ‚Sine’ 

(4) y-:5 _ 3° 7 = }- I+rr — 

Man ſetze die Breite AC = BD des Ringflüdes = d, 
benfe ſich in ber Mitte Diefer Breite den Bogen HIK be 
fehrieben, und begeichne befien Halbmefir HM = KM mit 
R, fo ift 
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r=R+ld; !Y=R-—LYd 
Subftitwirt man biefe Werthe in den vorigen Formeln, fo 
verwandeln fie fich in folgende: 


B 12R’+d’ Since - 

a u 
 _ _ 1IR?’+d? Sin2«a 

(6) *—?— 

7 _ 12R’ +0 Bin o? 
77 TR a" . 


8. 138. 


Schwerpunkt einer Fläche, die zwifchen einer 
Korblinie und der zugehörigen Sehne enthalten 
if. Es fei ADB (ig. 91) die Korblinie, welche aus deu 
drei Mittelpunftn N, M und O mit den Halbmeffern AN 
=NP=r,MP=MQ0 = r ım 00 = OB=r 
befchrieben if. Der Gentriwintel PMO des mittleren Bo⸗ 
genftüdes PDQ werde mit 2m bezeichnet, fo iſt jeder der 
Winkel ANP = BOQ S, die zu den äußern Bogen- 
flüden AP, BO gehören, gleih 47 — a, infofern man alle 
Winkel in Bogenmaaß für den Halbmeffer 1 verfteht. 

Die Fläaͤche ABD befleht aus den beiven Kreisaus- 
fpnittn ANP, BOQ und aus dem bazwifchen Tiegenden 
- Theile PNOQ des Kreisausſchniles PMQ. Der Abfland 
des Schwerpunftes der Fläche PN 00 vom Mittelpunfte M 
ift befanntlich gleich 

Sin« 


PMOQ-5r —— — ANOM-2MC 
PMQ-ANOM 3 


und daher der Abftand des nämlichen Schwerpunltes von 
der Sehne AB gleich 
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„one MC 





PRO -ANOM — MC. 
Multiplicirt ‚man biefen Abftand mit der Yläche PN 00 
= PMQO—-ÄN OM, fo erhält man ihr Moment in Bezug 
auf bie Sehne AB als Momentenachle, und zwar: 


PMO-r SD®_ANOM: 2MC—-PNOQ-MC. 


| Es if aber 'PMO,= ro; 

. ANOM = (r—r')’Sin«-Cose; 
folglich Fläche PNOQ = r?ae—(r— r)’Sina-Cose. 
Ferner ift | MC = (r—r)Coso, 
und wenn man diefe Werthe in dem vorigen Ausbrud fub- 
Rituirt, fo erhält man das Moment der Flaͤche PNOQ 
wie folgt: 

\ ir’ Sine —3(r— r)’Smea-Coso? 
— [re — (r— r)?SineCosa](r— r’)Cos« 
= 3r?Sine-+3(1—r')’SineCosa?— 1? (r - Cosc. 

Das auf die Sehne AB bezogene Moment eines jeden 
der beiden Kreisausſchnitte ANP, BOQ wird ausgedruckt 
durch: . | . 
| r ß 2 „Sins 5° = }r°Sintß; 


gi v 
alſo ift die Summe der Momente von beiden Ausſchnitten 
gleich r?.2Sin!® = 3r° (1— CosP). 


Addirt man * zu dem vorigen Moment, und beruͤckſichtigt 
dabei, daß Cosf = Sine iſt, fo erhält man für das Mo- 
ment der ganzen Zläche ABD, in Bezug auf die Sehne AB, 

den folgenden Ausdruck: 
317° +31’ — r")Sine-+4(r—r')’SineCose?’ — 1?(— r)aCose 
=3r° +3(r—r')Sina[2r’-+ 21? +2ır' +(r— r’)?Cose*] 
—-rP(t—r)aCose, 
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Sept man anflait Cosa? feinen Werih 1— Sine? und re⸗ 
dueirt dann gehörig, fo kommt: 
 D *°+-6—r)Sine[r-+?—r—r')’Sine’ I-Pr-MeCose, 
Die Linie MD ift ein Durchmeſſer der Schwere, und 
wenn G den gefuchten Schwerpunkt vorftellt, fo ſei deſſen 
Abftand GC von der Sehne gleich z. Um letzteren zu finden, 
muß man das vorhin dargeftellte Moment der Flaͤche ABD 
durch den Inhalt verfelben dividiren. Dieſer Inhalt ergiebt 
fich aber. in. folgender Geſtalt: 
| ‚Pe—(r—r)’Sine:Cose + 2-41”; 
oder, weil A = an— a ift, fo fommt 
Ira Pr —r)a— (1 r)?Sina-Cosw., 
Wird mn jenes Moment hierdurch divibirt, fo findet man 
endlich: W 
(60D2 — EXEEEL —— —————— 
+ —r")a—(rmr)’-Bing Cosa 
SA bie Halbe Sehne AC = BC = 8 und die Bogen- 
höhe CD = b gegeben, fo if 
G-r)Sne=CN=a—r; (r-r)Coa=MC=r—bh; 
und wenn diefe Werthe fubflituist werben, fo kommt 
. Irꝰ + (a — 9 Irꝰ Hr? — (a - 19] - er’(r—b) 
am 2 = irꝰa - 12) - (a—r)(r—b) 
Anm. und Beiſp. Wegen ber Beſtimmung ber Halbmeſſer r und r 
aus den gegebenen Größen a, b, wenn eine beftimmte Conftruction 
ber Korblinie in Ausführung gebracht wird, gilt das, was in 
"6. 126 in dieſer Beziehung gelagt it. Für Die, befonbere, bort 
angegebene Eonftruction, und für bie als Beifpiel angenommenen 
Zahlenwerthe a = 20, b = 15, ergaben filh‘ die Halbmeffer 
r = 26,83, r = 13,17 und ber Bogen « = 0,5236. Berech⸗ 


net man biernach den obigen Ausdruck von z, fo findet man fehr 
nahe z = 6,6. 


5. 139, 


Schwerpunkt einer ringförmigen Flaͤche, Dir 
zwiſchen zwei concentrifhen Korblinien enthalten 
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if. Es fille ADBFHE ($ig. 91) bie Flaͤche vor, welche 
von den beiden, aus den drei Mittelpunften N, M und O 
concentriich befehriebenen, Korblinin ADB und EHF be 
grenzt wird. Die Breite PR = Q8S der genannten Fläche 
werbe mit d bezeichnet. Denkt man fi durch die Mitte 
diefer Breite eine dritte Korblinie befchrieben, Die mit den 
beiden begrenzenden concentrifch ift, fo follen R und R’ bie 
Halbmefer der letzteren bezeichnen; und zwar fei R der Ras 
dius des aus M, und R’ der für die aus N und O beſchrie⸗ 
benen Kreisbögen, welche zufammen die mittlere Korblinie 
bilden. Die übrige Bezeichnung bleibe eben fo, wie im vo⸗ 
rigen Paragraphen. Der äußere Halbmeſſer des mittleren 
Ringftüdes RPOS iſt hiernach MR = MS = R-+4d; 
der innere Halbmefler aber MP = MO = R—ıd; folg 
lich der Flaͤcheninhalt dieſes Ringſtuͤckes: 
RPOS = (R-+4d)’.2«— (R—4d)?a = 2Rda. 
Rad 8.137 (5) ergiebt fich die Entfernung des Schwer- 
punftes der genannten Ringfläche vom sugehörigen Mittel⸗ 
punkte M gleich 
12R’ + d? Sina 
12R — 
folglich. ift der Abſtand diefes Schwerpunftes von der Sehne 
AB gleich | 
12R? + d’ Sina . 
.. TER a Mo 
und weil MC= MN-Cos@e = (R—R’)Cose tft, fo bat 
man für den Abftand des Schwerpunftes von der Sehne den 
Ausdrud: 
12R? +.d’ Sina ' 
IR 2 - (R—-R)Coso. 
Multipficirt man dies mit dem Inhalte der Ringflaͤche 
RPQS 2Rda, fo ergiebt fi für das Moment dieſer 
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Fläche, in Bezug auf die Sehne ale Momentenachſe, der 
Ausdruck: 
(1) +d(12R? + d’)Sine—2dR(R-— R')aCosa. 
Von den beiden Ringftüden EAPR und FBOS if 
der Flächeninhalt eines jeden gleich 
z(R'’ +34? 2 —4(R' — 40)?9 = R’dP. 

Den Abftand des Schwerpimftes einer folchen Fläche von 
der Sehne findet man, nad 8. 137 (7) durch die Formel 

12R” + d? Siny? 

2ROÄ2 19° 
daher ift dad Moment von einer der genannten Ringflächen, 
in Bezug auf die. Sehne als Achfe, 
12 2 

R'dP- a —— 15d (12R” + d?)-2Sin 4 
und alfo die Summe der Momente beiber Ringflächen 


gleich 

—E — 
Run iſt aber bekanntlich 28m}? = 1— CosP, und wenn 
man berüdfichtigt, daß Cos = Sine if, fo entſteht Pur 
Subſtitution diefer Werthe: 
(2) - dC(I2R + A’) (CL — Sina), 

Dies Moment zu dem vorhin für die Ringflähe RPQOS 
gefundenen (1) abdirt, giebt das Moment ber gefammten 
ringförmigen Flaͤhe ADBEFHE, in Bezug auf die Sehne 
AB als Momentenachfe, wie nachftehend: | 

14C12R? + d?)Sins — 2dR(R—B')a Cosa 
+4d(12R” + d’)(1— Sine); 
welcher Ausprud fi, durch gehörige Reduction, in folgen« 
den umformen läßt: 
2d-[,(12R?+d?)+(R?’—R”)Sine—R(R—RY)cCose]. 

Der Inhalt der zwifchen den beiden Korblinien enthal« 

tenen Bläche iſt, dem Vorhergehenten gemäß, gleich 
24Ra +2UR 8 = 2dfiRa R-KRyaj; 
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wo für 4 der entfprechende Werth zu — «x gefeht if. Die 


vidirt man nun das vorige Moment durch dieſen Ylächen- 

inhalt, fo findet man den Abfland GC des, auf der Geraden 

CH liegenden, Schwerpunftes G von der Sehne AB fol« 

gendergeftalt: 

Dz _ „(12R”4-d°) +(R?’—R”)Sine—R (RR) Cosa 
IRc+(R— Re — 

Will man auſtatt der mittleren Halbmeſſer R, RR’ die 
innern Halbmefjer r und r’ in Rechnung bringen, fo ift 

R = r-r3d; und ao R+-R'’= 1 rt +d; 

RB’ = r’+r4d; „9 R-R =r—r. 
Subſtituirt man diefe Werthe in die vorige Formel, fo 
entfteht 
Dz _Ar+3 d)’+,d’+rtr'+d)(r-r') Sine-(r+2d) (r-r') aCosa 

art Hd) relt—r) 

Nun ift ferner, wenn a die halbe Sehne AC = BC 
und b die Höhe CD bezeichnet, 

G—-r)Sna =a—r; (i—-T)Cose = r—b; 
folglich erhält man durch Subftitution dieſer Werthe 
dDz= (1 +3)’ +’ + (Hr trat tzd)t—b) 

In(t Hid) HF eu— rt) . 


Beifpiel. Nach der in 5. 327 angegebenen Gonftruckion ber 
Kprblinien it « = gr == 0,52365 ferner murbe als Beilpiel a = 20, 
b = 15 angenommen, wofür fih dann r = 26,83 und r’ = 13,17 er⸗ 
gab. Subfituirt man diefe Zablenwerthe in bie obige Formel, und febt 
noch d = 2, fo erhält mau z = 10,78. 


8. 140. 


Schwerpunft einer Parabelflähde Es ſtelle 
VAW ($ig. 92) eine gewöhnliche Parabel vor, für welche 
die durch den Scheitel A gehenden Linien AX und YY’ ale 
Eoordinatenachfen dienen. follen. Faͤllt man von einem belie« 
bigen Eurvenpunfte C die PBerpendifel CB = q, CD = p 
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auf dieſe Achfen, fo entſtehen die beiden Parabelflächen ACB 
und ACD, von weldhen G und G@’ die Schwerpunfte vors 
fielen mögen. Die Coordinaten der letzteren, nämlid GH 
=x,6i=ywGHex,Grf=y, follen be 
flimmt werben. | 

Zur Löfung diefer Aufgabe müflen zuerft Die Momente . 
jener Flächen, in Bezug auf AY und AX ald Momenten» 
achfen, gefunden werben, für welche folgende einfache Geſete 
gelten: Bergleicht man zunächft bie Inhalte der in Rede bes 
findlichen Barabelflächen, welche bezüglich mit F und Fo bes 
zeichnet werben follen, mit dem Inhalte des Rectangels 
ABCD = pg, ſo hat man befanntli F = Ipq, FF= pa. 
Dagegen läßt fich leicht zeigen, .vaß die Momente von F 
und F' gegen die Achſe AY bezüglich gleich $ und 5, gegen 
Die Achfe AX aber gleich der Hälfte von dem Momente des 
Rectangeld ABCD find. — Um dies barzuthun, braucht 
nur gezeigt zu werben, daß beide Momente hinfichtlid, der 
einen Achſe in dem Berhältniffe = 4:1, hinfichtlich der an« 
dern Achfe aber einander gleich find, was auf folgende Art 
leicht gefchehen Tann. 

Es fei vw ein unendlich Heines Bogenelement, aus def 
fen Endpunften die Berpendifel vv‘ ww’ auf AX und vv“, ° 
ww” auf AY gefällt find. Dadurch entſtehen die beiden 
Trapege vviw'w und vv’w”w, deren Inhalte f und f' 
nad Nr. 41 des Anhanges fich wie 2 : 1 verhalten, fo baß 
ao f = HF if. Man dvenfe fi in diefen Trapezen noch 
bie .Mittellinien uu‘, uu“ gezogen, deren Rängen bezüglich 
mit r und r bezeichnet werben follen, fo fann man die Mit- 
telpunfte derſelben, fofern man die fraglichen Trapeze ale 
unendlich ſchmale Streifen betrachtet, als die Schwerpunfte 
ber leßteren annehmen, wonach ſich Die zugehörigen Momente 
folgendergeflalt ergeben. 
In Bezug auf die Achſe AY ift nämlich das Moment 
17 
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von vvw'w = rf, bad von vwV/wW”w =3r'f; und da 
man nach dem vorhin Angeführten f == ıf, alfo das Mo⸗ 
ment von vv”’w”w = Ar'f hat, fo ergiebt ſich fofert das 
Moment des einen Trapezes gleich dem BVierfachen von dem 
des andern. Dagegen ift in Bezug auf die Achſe AX das 
Moment von vvViw'w==ärf, das von vVwwerfejrf 
(wegen f = 3); alfo find im gegenwärtigen Falle beive Mo⸗ 
mente gleich groß. — Offenbar lafien fid) nun biefelben Ver⸗ 
gleichungen für die Momente aller zufammen gehörigen Tra- 
peze anftellen, in welche die Barabelflähen ACBund ACD 
zerlegt werden können, und baher gelten fie in ganz gleicher 
Weile aud für die Momente diefer Flaͤchen felbft. 

Dies voraußgefeht, ergeben fich nun folgende Gleichun⸗ 
gen zur Beftimmung ber fraglichen Schwerpunfts - Coorbis 
naten. 

1) Zür die Flaͤche ACB = 3pq hat man nach ein- 
ander bie Womentengle ichungen 

Ipq.x = $pqap; alex = 5p; 
jpgqy = 94; »„ y=ö3Q 

2) Für die Bläche ACD, deren Inhalt = ing ift, 
ergiebt fih auf gleiche Weiſe: 

Pq x Pq ap alex = pP; 
jpgy =3Ppg35 » lg 

Eine Bergleichung der gleichnamigen Eoorbinaten beider 
Schwerpunfte giebt x = 2x’ und y = 4y’, woraus her- 
vorgeht, daß fich die beiden Linien GH und G’T' gegenfeitig 
balbiren. Iſt alfo der Schwerpunkt der einen Barabelfläche 
gefunden, fo läßt fich der der andern Fläche dernach leicht 
beſtimmen. 

$. 141. 

Sqhwerpunkt eines paraboliſchen Trapezes. 
Denkt man fi) aus den beliebigen Punkten E und K bes 
Parabelsweiges AW (Big. 92) vie Berpendifel EB, EF 
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und KM, KL auf die Coorbinatenachfen gefällt, fo follen die 
dadurch gebildeten Flächen BEKM, FEKL hier unter der 
Benennung ber paraboliichen Trapeze begriffen werben. Auf 
dieſe Blächen finden die im vor. $. bewiefenen Geſetze eine 
unmittelbare Anwendung; d. h. ihre Momente in Bezug auf 
AY' als Achje verhalten fih wie 4 : 1, während bie auf 
AX bezogenen Momente einander gleich fin. Da nun in 
Bezug auf jede Achfe die Summe der Momente beider Tras 
peze gleidy dem Moment der hafenförmigen Flaͤche BEFKLM, 
alfo gleich der Differenz der Momente der beiden Rectangel 
ABEF und AMKL ift, fo hat es keine Schwierigfeit, 
biernach die Schwerpunlts⸗ Coordinaten jener paraboliſchen 
Trapeze zu beſtimmen. 

"Das eben Geſagte weiter auszuführen, möge dem eige⸗ 
nen Fleiße des Leſers überlafien bleiben. Dagegen wollen. 
wir und hier damit beichäftigen, den Echwerpunfts-Abftand 
des parabolifchen Trapezes FEKL von einer der parallelen 
Seiten deffelben, namentlich von der Seite EF, zu beftimmen, 
was uns für die Folge näplich fein wird. Zu dem Ende 
fiEF = p, KL = p’ und LF = h gegeben, und ber 
normale Abſtand des Schwerpunftes von der Seite EP 
werde mit z bezeichnet. . 

Der fragliche Abſtand wird erhalten, Indem man das 
Moment des parabolifhen Trapezes in Bezug auf EF. bil 
det, und dies durch den Inhalt des Trapezes dividirt. Zieht 
man zum Bogen KOE die Schne KE, fo tfl dad Moment 
des parabolifchen Trapezes FEOKL gleich der Differenz 
der Momente des geradlinigen Trapezes FEKL und deg 
parabolifchen Segmentes EOKP. 

Bekannilich if der Inhalt des geradlinigen Trapezes 
« 3h(p-+p', der Mbftand feines Schwerpunkte von EF 


nad) $. 130 gleich —— daher deſſen Moment 
| om 
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Ih(p +p)- Ih SE - = !h?(p +2p'). 


Halbirt man ferner Di Sehne KEinP, und zieht PN 
parallel mit AX, fo if nad) Anh. 42 (3) der Inhalt des 
Segmentes EOKP, wenn man OP = k feßt, gleich Ihk. 
Außerdem ift OP eine Schwerlinie des genannten Segmentes, 
weil fie alle innerhalb defielben mit der Sehne HE parallel 
gezogenen Geraden halbirt. Der Schwerpunkts⸗Abſtand des 
Segmentes von der Linie FE if daher = 4h, und folglich 
das Moment defielben ‚gleich 

3bk-2h = ;h?-2k. 
Dies Moment von dem vorigen abgezogen, giebt für das 
Moment des parabolifhen Trapezes den Ausprud 

4h (p + 2p'— 2k). 

Diefer Ausprud iſt noch einer Vereinfachung fähig, 
wenn man bie Mittellinie ON "es parabolifchen Trapezes, 
welche su heißen mag, in Rechnung bringt. Dann flellt 
nämlih PN = n -+k die Mittellinie des gerablinigen Tra⸗ 
pezes vor, und als folde ft nk = d(p -+p'), woraus 
2k = p+p'—2r folgt. Subftituirt man Dies, fo ergiebt 
fh das vorige Moment 

= !h?(2xr-+-p)). . .. ca) 
Rad) Anhang 42 & ift aber der Inhalt des yarabotifgen 
Zrapezes 

= !h(p-HAn+p); .. (@B) 
und wenn damit der vorhergehende Ausbrud bivibirt wird, 
findet man den gefuchten Schwerpunftsabftand 

27+ 

cl) ze ee. 

WIN man aus diefer Formel die Größe  fortfchaffen, 
fo Tann dies mit Hülfe der Gleichung (2) in Rr. 38 des 
Anh. gefchehen. ach derfelben ift nämlich 


2a =Yp+Yp; alon = ip-+2V pp +. 
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Diefer Ausdruck in obiger Formel eingefept liefert - 
2) -!h. p+2Vpp' pp +3 
p+Vpp'+p' 

Für unferen Zwed hat aber die Formel CI) deshalb 
einen entfchiedenen Borzug, weil fie allgemeiner ift, als die zu— 
Iegt gefundene. Denn fie gilt nicht bloß für das bis zur 
Ordinatenachſe reichende Trapez FEOKL, fondern auch für 
folche Trapeze, welche, wie FFEOKL’ und F’EOKL“, 
durch die mit der Ordinatenachfe parallelen Linien L’F', 
L"’F” ıc. begrenzt find. Daß dies bei der Formel (2) nicht 
der Hall ift, hat darin feinen Grund, weil bie Gleichung 
2Yr = Yp-+Vp’ nur fo lange gültig bleibt, als m, p 
und p’ die Werthe der Linien ON, EF und KL bezeich⸗ 
nen, während diefe Gültigfeit aufhört, fobald jene Größen 
. B. die Werthe von ON’, EF', KL’ x. bezeichnen follen. 


$. 142. 


Beftimmung des Schwerpunftes einer jeden, - 
von einer beliebigen krummen Linie begrenzten 
Fläche. Es ſei AA’D’G’G (Fig. 93) eine ebene Fläche 
von gleichförmiger Schwere, welche einerfeits von der belie- 
bigen Curve A’D’G', andererfeits von der Abſciſſenachſe AG 
und von den darauf normalen DOrbinaten AA’, GG’ bes . 
grenzt if. 

Man theile die Abſciſſenachſe AG in eine gerade An- 
zahl gleicher Theile AB= BC= CD =. -= FG, deren 
gemeinfchaftliche Länge mit b bezeichnet werben mag, er⸗ 
richte in den Thellpunften die auf AG normalen Ordinaten 
BB’, CC’, DD‘, u.f.w., und bezeichne die Längen berfelben 
nach der Reihe mit a,, as, As... u. f. w. 

Sol der Abftand des Schwerpunftes ber gegebenen 


202 Fünfte Any. Die Lehre vom Schwerpunkte. 


Fläche von der erfien Ordinate AA’ beflimmt werben, fo 
wähle man diefe Linie zur Momentenachfe und in Bezug auf 
diefelbe beftimme man die Momente aller trapezförmigen Flaͤ⸗ 
hentheile, welche zwifchen je zwei ungeraden Orbinaten 
enthalten find. Die Summe diefer Momente giebt demnaͤchſt 
das Moment der ganzen, von der beliebigen Curve begrenz« 
ten Fläche. 

Um zuerſt das Moment ver trapesförmigen Bläche 
AA’B’C'C zu berechnen, denfe man diefelbe durch die Sehne 
A'C! in ein gewöhnliches Paralleltrapez und in einen krumm⸗ 
Iinigen Abfchnitt zerlegt, deren Momente fich folgendergeftalt 
ergeben. 

Nach Anh. IV. Nr. 43 ift der Inhalt der Fläche 

AA'B'C'C = !b(a, +42, + 33); 
während Trapez AA'C'C = b(a, + 3) iſt. 

Die eine Fläche von der andern fubtrahirt, giebt 

Abſchn. ACB = 3b 2a, — a, — R,). 

Das Moment des Trapezes beftimmt fih nah $. 130 

durch die Formel 


b(a, #+2,) — 2b a, + 28; 


3 ura = 3b?’ (a, + 23,); 
während das Moment des Frummlinigen Segmentes, defien 
Schwerpunft näherungsweile in der die Sehne A’C halbi⸗ 
senden Linie BB’ angenommen werben Tann, fich gleich 


b5;b2a.— a, — a) = 3b? (28, — 8, — 8,) 


findet. Addirt man dieſen Ausprud zu dem vorigen, fo er⸗ 
hält man für das Moment der trapezförmigen Fläche AARCC 
in Bezug auf AA’ ale Achfe, den Ausdruck: 

cl) zb? (28, +83). 

Auf ganz gleiche Weife ergiebt fi) das Moment der Fläche 
CCD'E'E, in Bezug auf CC’ als Achfe, gleich 

(2) ;b’(28, +8); 
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ebenfo das Moment der Fläche EE’F'G'G in Bezug u 
EE' als Achfe gleich 

(3) 3b’ (22, -+-2,); u. f. w. 

Sollen aber mehrere ſtatiſche Momente in eine Summe ver⸗ 
einigt werden, ſo kann dies nur dann geſchehen, wenn ſie 
ſich alle auf eine und dieſelbe Achſe beziehen, was mit den 
obigen Momenten noch nicht der Fall iſt. Letztere muͤſſen 
daher, bevor man fie addiren Tann, ſaͤmmtlich auf die ur⸗ 
fprünglich ale Achfe angenommene Linie AA’ redueirt wer⸗ 
den, was fich aber durch folgendes Verfahren leicht bewerk⸗ 
flelligen läßt. - 

Iſt F der Inhalt irgend einer ebenen Figur, z der Ab- 
ftand ihres Schwerpunftes von einer beliebigen, in ver Ebene 
der Figur angenommenen Achfe, fo vrüdt M = Fz das Mo- 
ment jener Figur gegen dieſe Achſe aus. In -Bezug auf 
eine zweite Achfe, welche. mit der erften in dem Abftande d 
parallel. läuft, ift z == d der Schwerpunfis-Abftand, alfo 
M = F(z = d) das Moment der Fläche F. Durch Auf: 
löfung der Klammer verwandelt fich der legte Ausdruck in 
folgenden: 

M=-Fz£Fd=M= Fl; 
‚und daraus folgt die Regel, daß man das Moment gegen 
die zweite Achfe findet, wenn man zu dem auf bie erſte Achke 
bezogenen Moment das Produkt aus dem Inhalt der gege⸗ 
benen Fläche in den normalen Abftand zwiſchen beiden Achfen 
pofttiv oder negativ hinzufügt, je nachdem die zweite Achte 
weiter vom Schwerpunft entfernt oder demfelben näher iſt. ) 

Bei der vorliegenden Aufgabe ift nun erfleres der Fall, 
md zwar iſt ber Abſtand ber Linien CC’, EE’ ıc, auf 

weiche fich die Momente (2), (3) ıc. beziehen, von der Achſe 
*) Diefe Regel gilt eben fo für Körper, wenn deren Momente, bie 


in Bezug auf irgend eine Ebene gegeben find, anf andere parallele Ebenen 
reducirt werben follen. 
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AA bezüglich glei) 2b, Ab ıc. Demnac, ergeben ſich bie 


auf Iehtere Achfe renucirten Momente der Slähen CCDEE, 


EEF'G'G ꝛæc., deren Inhalte bezüglich dur zb(as-+4a, 
+2), bla, +43 +8) ıc. ausgebrüdt werben, folgender 
geftalt: 
für CCDEE = jb’ 2a, +3,)-+ 3b’ (aA) 
= 3b’ (a, + 6a, + 2a,); 
für EEFG'G = 3b’(2a, -+ a) +$b’(a, + 4as-+a,) 
= 3b?’(2a, +10, +3a,); u. f. w. 
Addirt man alle diefe Momente zu dem Moment der Fläche 
AA'B’C’C, weldyes vorhin gleich 
3b?(2a,-+2,) 
gefunden wurde, ſo ergiebt ſich für das Moment der ganzen 


Flaͤche AA'D’G'G in Bezug auf die begrenzende Ordinate 


AA’ ald Achfe der Ausdrud: 
3b”(28, + 2a, + 6a, + 4a, +10 2 + 8a,) 
welcher fih auch in nachſtehender Form darſtellen Täßt: 


1b?(0-a,+1-42,+2-28,+3-4a,+4-22,+5-48, +6-2,). 


Der Flächeninhalt der gegebenen Figur ift nun nach Nr. 43 
des Anhangs gleich 
ıb(a, +43, +2a,-+4a, +22, +43s+2,), 
und wenn das vorige Moment durch diefen Inhalt dividirt 
wird, fo findet man für ven Abſtand z ded Schmwerpunftes 
der gegebenen Fläche von der fie begrenzenden Linie AA 
nachftehenden Ausdruck: 
Di= p). eı+l -4a,-r 22a; + 34a, 4. 20, +5-Aas +6 
ar 4a;,r 2a; r Ia,r 2a; Act 9 
Das Geſetz, wonach diefer Ausdrud aus den einzelnen 
Drdinaten zufammengefest ift, Tann leicht erfannt werben. 
Es befteht in Folgendem: 
„Der Nenner enthält die erfte und lebte Ordinate 
„einfach, die übrigen ungeraden doppelt und alle 
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„geraden Ordinaten vierfach genommen. Der Zäh- 
„ler wird aus dem Nenner abgeleitet, indem man die 
„einzelnen Glieder des Iegteren nady der Reihe mit 
‚ven Zahlenwerthen 0, 1, 2, 3...20. multiplieirt und 
„die entftehenden Produkte addirt. Endlich wird der 
„Bruch mit dem Abſtande ziveier auf einander folgen- 
„der Ordinaten multiplicirt.” 

Schließt fi) die begrenzende Curve A’D’G’ mit ihrem 
Anfangspunfte A’ an bie Abſciſſenachſe AG an, fo ift die 
erfte Orbinate a, = 0, und man erhält dann für ben Schwer- 
punkts⸗Abſtand 
ADz=b- 1-48,-+2.22,+3-4a, +4-28,-+-5-40,+6-8, 

4, + 2: + 4,+ 23, + 4 + 8, 
Eben fo bat man a, = 0 zu feßen, wenn auch ber 
Endpunkt G' der Eurve in die Abfeiffenachfe faͤllt. 


Anmerk. Die obigen Formeln laffen ſich auch dadurch finden, daß man 
bie zwiſchen je zwei ungeraden Orbinaten enthaltenen Flächenftüde 
als parabolifche. Trapeze betrachtet, und darauf die Formeln bes 
vor. 8. anwendet. Auf diefe Weiſe hergeleitet, findet man bie For⸗ 
mel (I) zuerft aufgeftellt in dem Werke des fchwebilchen Vice⸗Ad⸗ 
mirals von Chapmann über die Conſtruction der Schiffe, und 
daraus entlehnt in mehreren neuern Werfen. 


HL Beflimmung der Schwerpunfte von Oberflächen. 


g. 143. 


Shwerpunft der Oberfläde eines Prismas. 
Bei jedem Prisma mit parallelen Endflächen find die Seiten- 
flächen Parallelogramme, von welchen der Schwerpunft im 
Durchfchnitt ihrer beiden Diagonalen oder in der Mitte ihrer 
Länge liegt. Wenn man daher das Prisma in der Mitte 
feiner Länge und parallel mit deſſen Endflaͤchen durch eine 
Ebene fchneidet, fo bildet fich auf feiner Oberfläche ein Poly⸗ 
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gon, in deſſen Umfang Die gefammte Schwere der Seiten- 
flächen gleichförmig vertheilt angenommen werden Tann. Der 
Schwerpunft diefes Umfanges iſt dann zugleich der Schwer- 
punkt der Oberfläche, und biefer liegt daher in der Mitte von 
der Länge des Prismas. 

Werden auch die congruenten Endflächen als ſchwer gedacht, 
fo find die zugehörigen Schwerfräfte einander gleich, und der 
gemeinfame Schwerpunft liegt daher ebenfalls in der durch 
Die Mitte der Länge gelegten Durchfchnittsebene. 

Bon dem Mantel eines jeden Cylinders liegt der 
Schwerpunft, wie leicht einzufehen ift, in der Mitte feiner 
Achfe; daſſelbe gilt von den beiden mit einander parallelen 
Kreisflächen. 


$. 144. 


Schwerpunft eines cylinderförmigen Hohl» 
maaßes. Das in (Big. 94) dargeftellte Hohlmaaß befteht 
aus einem Cylindermantel = 2rrch, der oben offen, unten 
aber durch die Kreisfläche = r? 7 gefchloffen if; wo r den 
Halbmeſſers des Eylinders und h defien Höhe bezeichnet. 
Denkt man ſich beide Flächen als gleichförmig ſchwer, und 
fest den Abſtand ihres gemeinfchaftlichen Schwerpunftes von 
der Grundflähe = 2; bezieht man ferner die Momente auf 
den Mittelpunft der unteren Kreisebene, fo ift das Moment 
des Mantels gleih 2rrh-ih = rah'. Das Moment der 
Kreisebene r?rz, deren Mittelpunkt im Momentenpunfte felbft 
fiegt, iſt n-0 = 0; folglich hat man: 

Summe der Momente = rıcht, 
Summe der Flächen = Ir -+2rıh; 
und wenn man beides mit einander dividirt, fo ergiebt fich ber 
gefuchte Schwerpunfts-Abftand 
h3 
r-+ 2h 
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In derſelben Art findet man ben Abſtand des Schwer 
punftes vom oberen Endpunfte der Achfe, oder 
a _h +rh 
 r+2h' 
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Schwerpunkt der gefammten Seitenflädhe einer 
Pyramide Die einzelnen Seitenflächen find Dreiede, bei 
welchen die Schwerpunfte um ein Drittheil der zugehörigen 
Höhen von den Grunblinien entfernt find. Wenn man da- 
ber die Höhe der Pyramide in drei gleiche Theile theilt und 
parallel mit der Grundfläche durch den ihr zumächft liegen- 
den Theilpunft eine Ebene legt, fo wird dieſelbe, wie man 
fich leicht überzeugen kann, durch die Schwerpunkte ſaͤmmt⸗ 
licher Seitenflächen gehen und daher eine Schmwerebene ber 
gefammten Seitenfläche fein. Demnach liegt der gefuchte 
Schwerpunft auf 4 der Höhe der Pyramide von ihrer Grund⸗ 
fläche entfernt. Sucht man von dem Umfange der Grund» 
fläche den Schwerpunft und verbindet denfelben mit der ge⸗ 
genüber liegenden Spike durch eine gerade Linie, fo iſt 
dies ein Durchmefler der Schwere, und der Punkt, in 
welchem fie jene Schwerebene fchneibet, ift der geſuchte 
Schwerpunkt. 

Bei einem beliebigen Kegel delten dieſelben Schluße 
folglich liegt der Schwerpunkt feines Mantels auf 3 der 
Achfe, oder um 5 der normalen voͤhe von der Grundflaͤche 
entfernt. 


$. 146, 


Schwerpunkt von dem. Mantel eines abgetkürz 
ten Kegels. Es ſei ABDC (dig. 95) ein abgekuͤrzter 
normaler Kegel, von welchem die Höhe = h und die Radien 
r und r’ der begrenzenden Streisebenen gegeben find. Die 
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Seitenlinie AC = BD werde mit b, und der Schwerpunfts- 
Abftand EG de Manteld von der unteren Grundfläche mit 
2 bezeichnet. Denkt man fich den abgefürzten Kegel zum 
volftändigen ergänzt, fo fei x die Höhe des Ergänzungs- 
fegeld und y die Seitenlinie deffelben. 

. Zn Bezug auf E als Momentenpunft ift das Moment 
des vollftändigen Kegelmanteld ABF = rr(b-+-y)-4(h-+x), 
und das Moment des ergänzenden Stegelmanteld CDF = 
r'zy-(h-+4x); folglich die Differenz beider Momente, ober 
das Moment des abgefürzten. Kegelmantels, gleich 

Inte(b+-yY)(h+x) -— !y@h+x)]. 

Wegen Ähnlichkeit der Dreiede hat man die Proportionen 
x+h:x=er:r; verh:xer-r:r; 
y+-b:y=r:r71; y„b:y=r-r:r, 

Hieraus findet man ferner 











hr 
xl alſo x+h= 5 
br’ b 
ya X —— — 


Subſtituirt man dieſe Werthe in den vorigen Ausdruck, ſo 
verwandelt ſich derſelbe in folgenden: 
bhr br” hr‘ r?-3rr'’+2r” 
3” a Ir ( r—r | = ;bhn- (r—r')? 
und wenn bies ferner tebuchrt wird, fo ergiebt fich für den 
abgefürzten Kegelmantel 
das Moment = Ihhrr(r +2). 
Dividirt man dies Moment durch den Inhalt des Mantels, 
welher = br(r-+rr') ift, fo findet man den geſuchten Ab⸗ 
ſtand EG, oder 
_hr+ 2r 


1) -z r+rr 


Bezeichnet d den. Durchmefler AB ber unteren und a’ den 
CD der oberen Kreisebene, fo ift auch 
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(2) h d-+2d , 


Zara 
Zuſatz. Der Mantel des abgekürzten Kegeld und das 
Baralleltrapeg ABDC, weldyes von jenem ein Achſendurch⸗ 


fehnitt ift, haben einerlei Schwerpunft. (Vergl. $. 130.) 
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Beſtimmung des gemeinfhaftliden Schwer- 
punftes von dem Mantel und den Grundfläden 
eines abgefürzten Kegels. Wird von dem abgekürzten 
Kegel ABDC (ig. 95) der Mantel und die untere Grund⸗ 
fläche als gleichförmig ſchwer, die obere Grundfläche aber 
als nicht vorhanden gedacht, fo tft, mit Beibehaltung der im 
vorigen Paragraphen gewählten Bezeichnung, die Summe ber 
Momente beider Flächen, in Being auf E als Momenten- 
punft, gleich 


r’ 7: O+bat+r).3. F = jbrh(r + 2r). 


Die Summe der beiden Flächen iſt = Pan -rbrt +), 
und wenn man biefe beiden Ausbrüde in einander divibirt, 
findet man den Abftand des Schwerpunftes G vom Mittel» 
punfie E der unteren Grundflaͤche, oder 
a) EG = h b(r+2r) 

3 7 +b(r+ r). 

Werben beide Grundebenen als ſchwer gedacht, d. h. 
ſoll die Lage des Schwerpunftes G von der geſammten Ober⸗ 
fläche des abgefürzten Kegels beftimmt werben, fo ift in Be- 
zug auf die untere Grundfläche 

die Summe der Momente = ybhr(r +2r) + r"ch, 

die Summe der Flähen =.brtt +) Hrn +r”n; 
und indem jene Summe durch diefe dividirt wird, ergiebt fih 
& EG = h bir + 2r) + 3r” 
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S. 1486. 

Befimmung des Schwerpunftes von Theilen 
der Oberfäche einer Kugel. Es Felle ABDC (Fig. 96) 
die Fläche einer Kugelzone in der Seitenanfiht vor, AB und 
CD fein die Beripherien der zugehörigen Kreisebenen und 
EF bie Achfe oder Höhe der Zone. Denkt man fich bie 
Achfe in eine beliebige Anzahl gleicher Theile getheilt und 
durch die Theilpunfte. Durchfchnittsebenen gelegt, die mit ben 
begrengenden Kreisebenen AB und CD parallel find, fo wird 
dadurch die gewölbte Flaͤche der Zone in Streifen getbeilt, 
die befanntlich alle gleiche Flaͤcheninhalte haben. 

Es ſei AabB der zunächft an AB und CedD der zus 
nähft an CD liegende Streifen, welche beide von gleichen 
Schwerkraͤften angeregt werben, da fie gleiche Flächeninhalte 
haben; alsdann muß die Mittelfraft diefer beiden Schwer⸗ 
fräfte dur) die Mitte G der Zonenachfe EF gehen. Daſſelbe 
gilt von allen anderen Streifen der Zone; d. h. je zwei von 
ihnen, die gleiche Abftände vom Mittelpunfte G haben, lies 
fern eine Mittelfraft, deren Angriffspunft in @ liegt; woraus 
folgt, daß auch der Schwerpunkt der Zonenfläche in der Dritte 
G ihrer Achfe befindlich if. 

Bon der Calotte, fo wie von der Oberfläche der Halb⸗ 
fugel, läßt fich ganz daſſelbe beweiſen; d. h. der Schwer⸗ 
punft liegt jedesmal in der Mitte der Achfe. — Wie man 
den Schwerpunft von andern fphäriichen Slächen finden Tann, 
wird in den naͤchſtfolgenden 88. gezeigt. - 


8. 149. 


Schwerpunkt eines.beliebigen Stüdes der Ku— 
gelflähe Man denfe ſich auf der Oberfläche einer, mit dem 
Halbmeffer r befhriebenen, Kugel ein beliebiges Städ F ab» 
gegrenzt, und bezeichne den Abſtand feines Schwerpunftes 
von der Ebene eines größten Kreiſes der Kugel, die zur 
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Momentenebene genommen wird, mit z Die Slähe F, 
welche ganz auf einer Seite der Momentenebene liegen mag, 
denke man ſich in unendlich Heine Elemente £, fı, fs u. ſ. w. 
getheilt, deren Entfernungen von der Momentenebene bezüg- 
lich e, ©, Es...2c. beißen mögen, fo hat man gemäß frühes 
ren Lehren bie Steigung: 

Fz = fe+rf,o he + ...1. Sfe, 

68 fein 7, N, N2...2%. die Reigungswinfel der, durch 
die Elemente f, fı, fa... 20. gelegten, Berührungsebenen der 
Kugel gegen die Momentenebene, fo ergiebt fich leicht, daß 
eo = rCos7, & = rCosy, & = rC03m ... 3. iſt, und 
mit Rüdficht hierauf gefaltet fich Die obige Momentenglei- 
chung aljo: 

Fg = SfrCosn = r-2fCosn. 
Belanntlih find aber fCosn, f. Cosm, fCown ... 2. bie 
Projectionen der Elemente f, f,, fz...ıc. auf die Momenten⸗ 
ebene; wenn alfo biefe Projectionen nach der Reihe mit @, 
Pi, Pa... 2%. bezeichnet werden, fo hat man x 
Vzer>3y=mrF; 
wobei F’ == Ip die Summe der Projectionen aller Flaͤchen⸗ 
elemente, alſo die Projection der ganzen Flaͤche F auf die 
Momentenebene vorktellt. 
Die Gleihung Fz = F'r liefert bie Proportion 
F:F=r:z; 
d. h. die fphärifche Fläche verhält ſich zu ihrer Pro— 
jeetion auf die Ebene eines jeden größten Kugel- 
Ireifes, wie der Halbmeffer der Kugel zu dem Ab- 
ande des Schwerpunftes jener Fläche vom diefer 
Kreisebene. 

Bon dieſem Geſetze, welches einem früher ($. 125) für 
den Kreisbogen gefundenen ganz analog ift, laͤßt fich leicht 
bie Anwendung auf die im vor. $. betrachteten Kugelflächen 
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EA zieht und darauf EF = EA nimmt. Berbindet man 
nun den Schwerpunft E' mit der gegenüberliegenden Ede D 
durch eine gerade Linie DF, fo iſt dies ein Durchmefler der 
Schwere für die Pyramide. 

Um fich hiervon zu überzeugen, denfe man ſich den Kör⸗ 
per durch eine Ebene abe parallel mit der Grundebene ABC 
gefchnitten, verbinde die Mitte E der Kante BC mit dem 
Eckpunkte D durch die Gerade DE, welche fich mit be in eo 
ſchneidet, und ziehe endlich in der Durchichnittöebene abc die 
Berbindungslinie ea, fo befindet ſich diefe mit DEF in einer- 
let Ebene AED, und beide Linien ae und DEF fchneiden 
fih daher in einem Bunte f, welcher der Schwerpunft des 
Dreiecks abe fein wird. Denn ba be parallel mit BC, 
und BE = CE if, fo ift au be = ce, und daher ae 
eine Schwerlinie des Dreiecks abe. Ferner iſt ae paral- 
lel mit AE, und deshalb verhält ſich 

ef:ea=EF:EA=1: 3; 
daher ift £ der Schwerpunft der Durchſchnittsebene abe, 
Auf diefelbe Art Tann man von jeder andern, mit ABC par: 
allelen Durchfchnittdebene beweifen, daß ihr Schwerpunft je- 
desmal in der geraden Linie DE liege; woraus dann her- 
vorgeht, daß lebtere ein Schwerburchmefler ver gegebenen 
Pyramide ABCD fein muß. 

Ganz in derfelben Art läßt fidh noch eine zweite Schwer- 
linie AH conftruiren, indem man auf der Geraden DE das 
Stüf EH = 3ED nimmt, und den Punkt HI mit der ge= 
genüberliegenden Ede A durch eine gerade Linie verbindet. 
Alsdann iſt der Durfchnitispunft G von beiden Schwerlinien 
DF und AH der gefuchte Schwerpunft der Pyramide 
ABCD. 

Berbindet man in der Ebene AED die beiden Punkte 
F und A durch eine gerade Linie FH, fo ift diefe mit der 
ante AD parallel, weil ſich 
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EF:EA=EH:ED=-1;3 

. verhält. Auch folgt nun leicht die Ahnlichkeit der beiden 

Dreiefe ADG und HFG, woraus fi) die nachſtehende 

Proportion entnehmen läßt: 
FG:DG=-FH:AD=1:3; 

dad FG: FG+-DG=1:1-+3, 


oder FG:FD=1:4. 
Daraus folgt FG = FD; 
und ebenfo ift HG = !HA. 


D. h. Der Echwerpunft einer jeden dreifantigen Pyramide bes 
findet fich auf derjenigen Linie, ‚welche eine Ede des genann- 
ten Körpers mit dem Schwerpunkte der gegemüberliegenden 
Geitenfläche verbindet, und zwar um ein Viertheil diefer 
Berbindungslinie vonder Seitenflädhe, oder um drei 
Viertheil verfelben von der Ede entfernt, 
Denkt man fih durch den Schwerpunft G eine Ebene 
parallel mit einer der Seitenflächen gelegt, fo fchneidet dieſe 
die auf jener Fläche normale Höhe der Pyramide der zuge« 
hörigen Schwerlinte proportional, alfo in dem Verhältniß wie 
1:4 Demnach ift der normale Abftand des Schwerpunf- 
tes einer breifantigen Pyramide von jeder Seitenfläche gleich 
dem vierten Theil der darauf ſenkrechten Höhe. 


$. 152. 


Andere Eonftruction des Schwerpunftes einer 
dreifantigen Pyramide. Wenn man in der Schwer- 
ebene DEA (Fig. 98) durch die beiden Bunfte E und G 
eine gerade Linie legt, welche verlängert die Kante AD in 
K fchneibet, fo kann bewiefen werden, Daß 

AK=DK, j 
oder, daß K die Mitte von AD iſt. Dehn nach einem be- 
kannien LZehrfage der Geometrie hat man die Gleichung 

AF-EH-DK = FE-HD:AK 
18 * 
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oder DK = — :-—— 


firuetion, ift Ak”? Eu = 
und wenn bies fubftituirt wird, fo entfleht: 
DK = AK. 


Ferner laͤßt fich beweifen, daß die Verbindungslinie EK 
im Punkte G hafbirt wird, oder daß 
EG = GK 


if. Denn da nach der Conſtruction AF.= 2-FE ift, fo _ 


hat man au 
AADF = 2-AFDE, 

und AAGF = 2:AFGE; 

folglich auch AADG = 2:-AGDE. 

Aber wegen bes vorhin Bewieſenen ift auch) 

_ AADG = 2-AKDG, 

und daher AKDG = AGDE; 
mithin KG = GE. 
Demnach liegt der Schwerpunkt einer breifantigen 
Pyramide in der Mitte derjenigen geraden Linie, 
welche die Halbirungspuntte zweier gegenüber lies 
gender Kanten des genannten Körpers mit einan« 
det verbindet. 

Zufag. Nimmt man an, daß die Eckpunkte A, B, C 
und D der dreifantigen Pyramide die Angriffspunfte von 
vier gleihen Kräften feien, fo fällt der Angrifföpunft ihrer 
Mittelfraft mit dem Schwerpunfte G der Pyramide zuſam⸗ 
men. Vergl. $. 78 (2). 


$. 153. 


Abfland des Schwerpunftes einer breifantigen 
Pyramide von einer beliebig im Raume gegebenen 
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Ebene Es ſtelle ABCD (SFig. 99) die gegebene Pyramide 
in willführlicher Lage über der Ebene XY vor. Die nor« 
malen Abftände der Eckpunkte A, B, C und D von diefer 
Ebene fein AA’ =a, BB =b, CC’ =c,DD =d, 
und ber normale Abftand des Schwerpunftes G fi GG’ =z, 
welcher legtere zu beftimmen ift. 

Der Schwerpunft G liegt in der Mitte der Linie EF, 
welche die Mitten der Stanten AC, BD mit einander ver- 
bindet, und wenn man aus den Punkten F und E die Ber- 
pendifel FF’ und EE’ auf die Ebene XY fällt, fo hat 
man befanntlich 

GG' = z = 4(FFF+-EE'). 
Der Berpendifel FF’ trifft die Projection A’C’ der Kante 
AC auf die genannte Ebene, und halbirt dieſelbe in F’; 
daher hat man 

FE' = 3(AA’+-CC) = 4(a+.c). 
Eben p it EE' = 3(BB'+DD') = 4b-+d); 
und wenn biefe Werthe in dem Ausdrucke von z ſubſtituirt 
werben, fo erhält man zuletzt: 

z = Ma+-b-+c+d). 
d. h. Der normale Abftand des Schwerpunftes ei⸗ 
ner dreikantigen Pyramide von irgend einer belie— 
bigen Ebene im Raume, ift gleich dem arithmetis 
fhen Mittel zwifchen den Abftänden ihrer vier Eck— 
punfte von dDerfelben Ebene. 
8. 154. 

Beftimmung des Schwerpunftes eines jeden be— 
- Tiebigen pyramidalifchen Körpers. Hat man bei ir—⸗ 
gend einer beliebigen Byramide den Schwerpunft ihrer Grund⸗ 
ebene beftimmt, fo repräfentirt die Linie, welche diefen Punft 
mit der gegenüberliegenden Spige verbindet, einen Durchmeſ⸗ 
fer der Schwere des Körpers. 

So wie man nun die Grundfläche vom Schwerpunfite 
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aus in lauter Dreiede zerlegen kann, fo laͤßt fih auch der 
gegebene Körper in eben fo viele dreifantige Pyramiden zer- 
legen, deren Grundflächen alle in jener Grundebene liegen, 
und deren Spigen fich in einem und demſelben Punkte ver- 
einigen. Alle diefe dreifantigen Pyramiden haben folglich mit 
dem gegebenen Störper einerlei Höhe, und weh der Schwer 
punft einer jeden von ihnen um den vierten Theil dieſer 
Höhe von der Grundebene entfernt ift, fo befinden ſich ſaͤmmt⸗ 
lihe Schwerpunfte in einer mit der Grundfläche parallelen 
‚Ebene, deren Abftand von jener ben vierten Theil der genann⸗ 
ten Höhe beträgt. Diefe Ebene ift folglih eine Schwer⸗ 
“ebene des gegebenen Körpers, und der Punkt, in welchem 
fie von jenem Schwerburchmeffer gefchnitten wird, ift ber ge» 
fuchte Schwerpunkt. — Demnach ift der Schwerpunft einer 
jeden vielfantigen Pyramide, fo wie auch eines jeden Kegels, 
um ein Biertheil der Höhe von der Orundebene, 
oder um drei Biertheil derfelben von der Spiße 
eines ſolchen Körpers entfernt. 


$. 155. ” 


Beflimmung des Schwerpunftes einer abge- 
fürzten beliebigen Pyramide. Es ſtelle ABE (Fig. 
100) einen beliebigen pyramidalifchen oder conifchen Körper 
vor, welcher dur) die mit der Grundebene AB parallelen 
Durchfchnittsebene CD abgefürzt tft. 

Um von dem Körper ABCD den Schwerpunft zu bes 
ftimmen, bezeichne a die untere, b die obere Grundflädye und 
h deren normalen Abftand, oder die Höhe des Körpers. Es 
fei x die Höhe der Ergänzungspyramide CDE, dann .ift der 
Inhalt der ganzen Pyramide ABE = lach + x); der Ab» 
ftand ihres Schwerpunftes von der Grundebene = = 4Ch +x), 
alfo ihr Moment gleich 

salh+x)3Cch+x) = Balh+x)”. 
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Die Ergänzungspyramide CDE hat den Inhalt = }bx; 
der Abftand ihres Schwerpunftes von der Ehen AB ift 
= h+!x; folglid ihr Moment gleich 

sbxch+ix) = „bldhx-+x?). 

Indem man nun diefe beiden Momente von einander fubtra- 

birt, ergiebt fi das Moment des Körpers ABCD in Be 

zug auf feine untere Grundebene AB wie folgt: 
zalh+-x)” — izb(ihx-+ x?) 
= Zah’ + Zx[h(22 — 4b) + (a—b)x]. 

Zur Elimination von x hat man die folgende PBroportion: 
a:b=(h+x)’: x’; oder Va: Yb=h+r-x:x; 
hYb h(b+Yab)‘' 

Va—-yb ab 

ergiebt. Subflituirt man diefen Werth, fo geftaltet ſich das 

Moment wie folgt: 








woraus ſichh x = 


ab +} y. hyb [h@a—4b) -Hhib-+Vab)] 


a-—-YVb 
= mah? +5 Mr [2a 3b-+Vab 


U Yb, [MVatVb) Va-Vh)+VbQ/a-VD)] 
oder, wenn Va—vV b gehoben wird, 
= Ih’(a-+3b +2 ab). 
Wird Died Moment durch den Inhalt des Körpers 
ABCD = !h(a+b-+ ab) 
bividirt, fo findet man Den Abftand feines Schwerpunftes von 
der unteren Grundebene AB, nämlich 
na 3p-+-2Vab 
ar b+ Vab. 
Märe der gegebene Körper ABCOD ein abgelürzter Ke⸗ 
gel (Fig. 95), fo würden die vorigen Schlüffe noch dieſelben 
bleiben. Wenn alfo r den Halbmefler der unteren, x den 


== zab’+-1, iz 





1) z= 


Les 
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der oberen Grundebene eines abgefürzten Kegels bezeichnet, fo 
iſt a — rn, b=r"n; daher 
r? +-3r? + 2trr' 
2) er Fr were 
WIN man den Abftand =’ des Schwerpunftes von der 
oberen Grundfläche CD haben, fo braudyt man mur die Halb- 
mefler r und r’ in der vorigen Formel mit einander zu ver- 
wechſeln; man erhält dadurch: 
r? + 37? +2rr' 
SE 2 ie re arte 
Zuſatz. If der Körper ABCD in der 100ften Figur 
prismatifch, oder der in Fig. 95 ein Cylinver, alſo a = b 
oder r=r, fo erhält man aus ben fo eben gefundenen drei 
Gormeln jedesmal z = Ih. 


$. 156. 


Schwerpunft eines fohief abgefchnittenen drei- 
fantigen Prismas. Es fi ABCDER (Sig. 101) das 
gegebene Prisma, von welchem ber Abſtand des Schwer: 
punftes von der Orundflähe ABC = f beftimmt werben 
fol. Die Längen der Kanten AD, BE, CF follen nach 
ber Reihe mit a, b und e, und deren Neigung gegen bie 
Grundfläche f mit @ bezeichnet werben. 

Dermittelt der Durchfchnittsebenen ABF und BDE 
läßt fih das Prisma in drei dreifantige Pyramiden ABCF, 
ABDF und BDEF zerlegen, von welchen die Kubifinhalte 
und die Momente in Bezug auf die Fläche ABC folgender: 
maßen beftimmt werden Fönnen: | 

1) Der Inhalt der Pyramide ABCF iſt = 1fcSine; 
der Abftand ihres Schwerpunftes von der Grundflaͤche = 
de Sinc; alfo das Moment gleich 

jfeSina-jcSine = Zfc?.Sine?, 
2) Denkt man fich durch die drei Punkte B, C und D 
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eine Ebene gelegt, fo find die Byramiden ABDF und ABDC 
einander gleich, weil fie einerlei Grundfläche ABD und 
gleiche Höhe haben. Der Inhalt der Pyramide ABCD ift 
aber = }f-aSina; folglich hat man auch Pyramide ABDF 
— ifaSine. Nah $.-153 ilt der Abftand des Schwer» 
punftes ver «Pyramide ABDE von ber, Ebene ABC 
— 4(a--c)Sine; mithin ergiebt fih das Moment derfels 
ben gleich 

sfaSino-i(a+c)Sina = „„f(a! +ac)Sin«?, 

3) Legt man durch die drei Punkte A, E und F eine 
Ebene, fo entftehen die Pyramiden BDEF und BAEF, 
welche gleiche Orundflähen BDE=BAE und gleiche Höhe 
haben, und daher einander gleich find. Wird eben fo durch 
die drei Punkte C, A und E eine Ebene gelegt, fo ift aus 
demfelben Grunde audh Pyram. BAEF = Pyram. BAEC. 
Nun ift aber Pyramide BACE = ;fbSine; folglich bat 
man auch Byram. BDEF = 4fbSine. Der Abftand des 
Schwerpunftes der zulegt genannten Byramive von der Ebene 
ABC ergiebt fih, aufolge $. 153, = ı@a+b+c)Sing; 
daher ift das Moment vderfelben gleich 

ı1fbSin«-4(a+-b-+c)Sina = hflab-+b?-+-be) Sino?. 
Durch Addition der drei Momente findet man das Moment 
des ganzen Körpers gleich 
v fSin qꝰ · (aꝰ +ab+b’-+bce-+c}). 

Eben fo erhält man den Kubikinhalt des ganzen Pris- 
mas, wenn man bie vorhin gefundenen Inhalte der Pyra- 
miden, woraus daffelbe befteht, zuſammen addirt; es ent- 
fieht dann als Ausdruck des fraglichen Inhaltes: 

ffa-+-b +c)Sine, 
Indem man nun mit diefem Inhalte in das vorhergehende 
Moment divibirt, fo findet man den Abftand z des Schwer- 


punftes von der Grundfläche bes ſchief abgefchnittenen drei⸗ 
kantigen Prismas, naͤmlich 


282 | Fünftes Kap. Die Lehre vom Schwerpunfie. 


a -ab-rac--b’-+-be-rc? 
arb+rec j 
| $. 157. 

Beflimmung bes Schwerpunftes von einem Ku⸗ 
gelausfchnitte. Der genannte Körper fei durch AOBD 
(Big. 102) in der Seitenanficht dargeftellt; G fe fein 
Echwerpunft und deflen Abftand GO vom Mittelpunfte fol 
beftimmt werben. | 

Bekanntlich laͤßt fich jeder Kugelausſchnitt al8 den In⸗ 
begriff einer unendlichen Anzahl von Pyramiden betrachten, 
deren Grundflaͤchen unendlich Fleine Theile der zugehörigen 
Galotte find, und deren Spiten im Mittelpunfte der Kugel 
zufammenfalfen. Ale diefe Pyramiden haben den Kugelhalb- 
mefler zur Höhe und ihre Schwerpunfte find um des ges 
nannten Halbmefiers von jenem Mittelpunfte entfernt. Sie 
liegen folglich in einer @alotte, die mit einem Halbmeſſer 
gleich drei Viertel des zum Ausfchnitt gehörigen Halbmeffers 
befchrieben werden fann, und der Schwerpunft diefer Calotte 
ift daher mit dem GSchwerpunfte des Kugelausfchnittes 
tdentifch. 

Hiernach ift es fehr leicht, den fraglichen Schwerpunkt 
bes in Rede befindlichen Körpers AOBD durch Eonftruc- 
tion zu beftimmen. Man befchreibe nämlich innerhalb deſſel⸗ 
ben mit OA’ = OA als Halbmefler die Calotte A’D’B' 
und halbire deren Höhe C’D’ in G, fo tft Died nach $. 148 
der verlangte Schwerpunft. 

WIN man den Schwerpuntts-Abftann GO = z vom 
Mittelpunfte berechnen, fo hat man nad) der Conftruction 

z = 3(0C'’+-0OD'). 
Man fee den gegebenen Kugelhalbmefir OA = OD = r, 
bie Höhe der zum Ausfchnitt gehörigen Ealotte CD = h, 
fo it OC' = 30C = 3Ccr—h) und OD’ = Sr; daher ” 
(D z = $(2r—h). 


z =71Sine- 
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Dezeichnet a den zur Kreisebene AB gehörigen Halbmeſſer, 
fo it nah der Gleichung des Kreis a? = 2rh—1?. 
" Hieraus 2r— h entwidelt und in (1) fubftituirt, giebt 


3 aꝰ 
2) 2-5 


$. 158, 


Schwerpunft einer förperlihen Kugelzone Bon 
der in der Geitenanfiht ABED (dig. 103) dargeftellten Ku⸗ 
gelzone feien die Halbinefier der unteren und oberen Grund⸗ 
ebene, nämlich CAA= CB=a, FD = FE = b, unddie 
Höhe CF = h gegeben. Der zu beftimmende Abftand des 
Schwerpunftes von der unteren Grundebene AB werde mit 
2 bezeichnet. 

Man denke ſich die Zone zur Halbfugel VSW ergänzt, 
und um diefe einen Eylinder TV WU befchrieben, der mit 
ihr einerlei Grundfläche und Höhe hat. Verbreitet man dann 
die Streisebenen AB und DE bis HK und OP, fo ift der 
förperliche Inhalt der Zone ABDE gleich dem Unterfchiebe 
zwifchen dem Cylinder HKPO und dem abgefürzten Kegel 
QOLNR. Mithin iſt auch das Moment jenes gegebenen Koͤr⸗ 
pers gleich der Differenz der Momente diefer beiden. 

Bezeichnet nun r den Halbmefler der zur Zone gehöri« 
gen Kugel, fo ift der Inhalt des Eylinderd HKPO arꝰh, 
der Abftand feines Schwerpunktes von der Grundfläche 4 AB 
ift = ih; folglidy fein Moment 

ah-zı?h = „;,h?’r-61%., Ä 

Der Inhalt des abgefürzten Kegels QLNR ift gleich 
ish (CL’+-FQ?’+-CL-FO), der Abftand feines Schwer- 
punftes von der Grundflähe AB nad $. 155 (3) gleich 

2 . 3 0 
re daher ergiebt fi) das Mo- 


ment in Bezug auf die Ebene AB gleich 
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4h?r(CL?+3-FQ?-+2-CL-FO). 
Nun ift aber CL = CM, FQ = FM, und wenn man 
CM = x fest, fo hat mn u CL=x und FQ = 
h-+-x. Diefe Werthe in den lebten Ausdruck gefegt, liefern 
nach gehöriger Reduction 
4 a (6xꝰ +8hx-+3h?). 


Subtrahirt man nun dies Moment von dem Des Cylinders, | 


fo erhält man folgenden Ausdruck für das Moment der Zone 
in Bezug auf ihre untere Grundfläche: 
4 a[6(? — x?) —8hx— 3h.]. 

Um bieraus x zu eliminiren, ziehe man die Kugelhalb⸗ 
mefir MA und MD, fo laffen ſich folgende Gleichungen 
aufeln: 

= x; = b’+(h+x)”. 
Die erfte von I Bien ekdungen liefert ?— x? = a’, und 
durch die Verbindung beider mit einander ergiebt fih 2hx 
= @—b?’—h?. Werden diefe beiden Werthe in dem fo 
eben gefundenen Ausdrude für das Moment der Zone fub- 
ftituirt, fo verwandelt fich derfelbe in folgenden: 

ish’ r(2a? + 3b? -+-h?). 
Der Eörperliche Inhalt der Zone ift aber gleich 

ihr(3a?+4b’-+h?), 
und wenn man damit das vorhergehende Moment dividirt, 
fo findet man den gefuchten Abftand z des Schwerpunftes 
von der Grundfläche der Zone, nämlich 

= 1p. 20° +4b’+-h° 
* 38?-+-3b°?-+-h? 


$. 159. 


Schwerpunkt des Kugelabfchnittes und der 
Halbfugel, I Läpt man den Barallelfreis DE (Fig. 103) 
allmälig nach S zu fortrüden, bis er zulegt in biefem Punkte 
verfchwindet, fo verwandelt fi die im vorigen Paragraphen 
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betrachtete Kugeljone ABED in einen Kugelabſchnitt 
ABS, Der Schwerpunfts-Abftand dieſes Körpers von ber 
fen Grundfläche AB wird daher gefunden, indem man in 
der letzten Formel des vorigen Paragraphen den Halbmefier 
b des Kreiſes DE gleich Null fest, und h als die Höhe CS 
des Abfchnittes annimmt. Dadurch entfleht 
2a°-+-h? 
— 
Dieſe Formel hätte man auch unabhängig von der vorigen 
finden Fönnen, nämlich) dadurch, daß man das Moment des 
Kugelabfhnittes ABS, deſſen Inhalt gleich der Differenz 
der Inhalte des Eylindere THKU und des Kegels TLNU 
ift, als die Differenz der Momente der beiden lehtgenannien 
Körper berechnet, und dann bafielbe durch den Inhalt des. 
Abſchnittes divibirt. 
2) Der Kugelabfchnitt ABS wird zur Halbfugel VWS, 
wenn ver Parallelfreis AB nah M zu fo lange fortrüdt, 
bis er zulegt mit dem größten SKugelfreife VW zuſam⸗ 
menfält. Alsdann ik a=r und h= r geworden, und 
mit Rüdficht hierauf giebt alfo die obige Formel 

. 3 =j$r 
fo daß alfo die Entfernung des Schwerpunftes der 
Halbfugel von der fie begrenzenden Kreischene 
prei Achtel ihres Halbmeſſers beträgt. 


„z=j;3h 


u $. 160, 


Allgemeine Schwerpunft8-Beftimmung für die 
am häufigften vorfommenden Körper. In dem 
V. Abſchnitt des Anhanges ift gezeigt worden, wie man die 
Inhaltsbeſtimmung beliebiger Körper durch das Austragen 
ihrer Scala auf eine Quadratur ebener Flächen zurüdführen 
kann. Daſſelbe Berfahren läßt fich auch auf die Beftimmung 
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des Schwerpunftes der Körper anwenden, wobei von folgen- 
dem Grundgeſetze ausgegangen werben muß: 

Es ftelle BCED (Fig. 104) einen beflebigen Körper 
vor, der an beiden Enden durch die parallelen Ebenen BC, 
DE begrenzt ift, und AX ſei der normale Abftand zwiſchen 
diefen beiden Endflächen. Man denke ſich dieſen Körper 
durch beliebig viele mit den Endflächen parallele Ebenen, 
von welchen EG eine vorftellen mag, gefchnitten, und trage 
die Flächeninhalte der dadurch erhaltenen Querfchnitte auf 
der mit AX parallelen und gleichen Linie MP als Orbi- 
naten auf, fo beftimmen diefelben eine Curve NSQ, welche 
befanntlich die Scala des Körpers genannt wird. In Nr. 
67 des Anh. ift nämlich gezeigt worden, daß der Kubifinhalt 
des Körpers BCED durch diefelbe Zahl wie der Flaͤchenin⸗ 
halt der von der Scala begrenzten Figur MNOP audges 
druͤckt wird. 

Auf ganz Ähnliche Weile läßt fih darthun, daß auch 
das Moment des Körpers in Bezug auf eine feiner Enpfläs 
chen, etwa BC, denfelben Zahlenwerth hat, wie das Mor 
ment jener Figur in Bezug auf die der Fläche BC entfpre 
chende Ordinate MN. Dies zu beweifen, ift fo einfach, daß 
die weitere Ausführung bier überflüffig erfeheinen duͤrfte. — 
Daraus folgt aber fofort, daß der Schwerpunkts⸗Abſtand Des 
Körpers von der Enpfläche BC dieſelbe Größe hat, wie der 
Schwerpunfts-Abftand der von der zugehörigen Scala be⸗ 
grenzten Figur von deren erften Ordinate MN. 


8. 161, 

Mit Hülfe der vorſtehenden Grundgefebe ift es nun in 
ben meiften Fällen ſehr leicht, den Schwerpunft eines gege- 
benen Körpers zu beflimmen, entweder genau, wenn fich dies 
für die von feiner Scala begrenzten Flaͤche thun läßt, ober 
näherungsweife, wenn dies nicht angeht. Im letztern Balle 
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fann man bann bie in $. 142 entividelte Räherungsformel 
anwenden, indem man den Abſtand AX zwifchen den parals 
lelen Enpflähen BC und DE (#ig 104) in eine gerade 
Anzahl (= 2n) gleicher Theile b theilt, durch die Theil⸗ 
punfte parallele Durchfchnitte legt, und deren Inhalte, ein- 
fchließlich der beiden Enpflächen, nach der Reihe mit fı, f 
fa, fon fanrı bezeichnet. Alsdann wird der Schwer- 
punfts-Abftand des Körpers von der Enpfläche f, naͤherungs⸗ 
weife durch die Formel ausgebrüdt: 

of, +14, 221,34, Ha — 1) An r2af2a+1 
ir Al, 2, Ale +4 +fa+ı 

Eine genaue Beltimmung des Schwerpunftes, und 
zwar durch eine und diefelbe Formel, findet aber faft bei 
allen denjenigen Körpern flatt, die dem Praftifer am häufige 
ften vorfommen, da diefelben zur Scala eine gewöhnliche Pas 
rabel haben, und der Schwerpunft der von dieſer Curve be- 
grenzten Fläche nach $. 141 beflimmt werben Tann. Dahin 
gehören, wie man im Anhange ausführlich nachgemwiefen fin- 
det, alle pyramidalifchen und fegelförmigen, fo wie alle zur 
©attung der Obelisfen gehörigen Körper, ferner die Rotas 
tionsförper, deren erzeugende Flächen von Linien Des zwei⸗ 
ten Grades begrenzt find, und wobei auch die Kugel ale 
befonderer Fall mit. einbegriffen ift. 

Denft man fih nun aus einem Körper der oben ge- 
nannten Art mittelft zweier paralleler Ebenen eine Zone ge= 
fchnitten, welche in Figur 104 dur‘ BCED dargeſtellt fein 
mag, fo ift die zugehörige Scale NSQ ein Bogen einer ges 
wöhnlichen Parabel, deren Achfe auf der Verlängerung von 
MP fenfrecht fteht, und der Schwerpunft des parabolifchen 
Trapezes MNOP kann daher durch die in . 141 gefun= 
dene Formel (1) beſtimmt werben. 

Bezeichnen nämlich f und f’ die Inhalte ber parallelen 
Enpfläcdhen BC und DE, alfo auch die Werthe der entfpres 


() z=b-. 
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chenden Orbinaten MN, PO, deren Abfland von einander 
== h fein mag, und iſt ꝙ der Inhalt der mittleren Durch⸗ 
fehnittsflähe FG, alfo auch die Länge der Mittellinie RS 
des parabol. Trapezes, fo hat man für den Abfland feines 
Schwerpunftes von der Ordinate MN, alfo auch für den 
Schwerpunkts⸗Abſtand des Körpers von defien Endflaͤche BC, 
die Formel 

29 +f 
(1 = eh or 

Iſt ins Befondere von Umdrehungsförpern die Rebe, für 

welche alfo die Flächen f, f! und 9 Kreife von den Halbs 
meflern r, r’ und o find, dann it f= nr, f = nr” und 
p = no”; folglich entfteht 

2 o? r? 


(ID age 


Anmerk. Die beiden Ießien Formeln findet man ſchon in ber erflen 
Auflage dieſes Werkes vom Jahre 1831 als allgemein gültig bin- 
geftellt, jedoch ohne Beweis. Das hier, und namentlid im V. Ab- 
fhnitt des Anhanges, über ben fraglichen Gegenftand Borgetragene 
ift dem Berfaffer eigenthümlich und von bemfelben zuerft in Erelle’ 8 
Sournal für bie reine und angewandte Mathematik, Band XXV,, 
veröffentlicht worden. 
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Anwendung obiger Schwerpunfts-Formeln auf 
verſchiedene Körper. 

1) Abgefürzte Pyramiden. Es feien wie $. 155 
a und b die beiden Grundflächen, h die Höhe des Körpers 
und z ber Abftand feines Schwerpunftes von der Fläche a. 
Für den mittleren Durchfchnitt ꝙ des in Rede befindlichen 
Körpers hat man befanntlich (conf. Nr. 73 des Anh.) die 
Gleichung 2YY = Va-+Vb, alfo = !(a+b-+2 Yab). 
Dies in Formel (ID des vor. $. fubftituirt, liefert: 
_h ar2Vab-+3b 
4 a-+-YVab-+rb 
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2) Obelisken. Bon einem vierfantigen Obelisfen 
feien die parallelen Endflächen f, f! Parallelogramme mit den 
‚Seiten a, b und a’, b‘, -und mit dem zwifchen liegenden Win⸗ 
fel &; dann hat man f = ab-Sine, f’ = a’b’-Sin« und 
p=4la+a)(b-+b)-Sine. Iſt nun hdie Höhe des Kör- 
pers, z der Abfland feined Schwerpunkte von der Endflaͤche 
f, fo ergiebt fi nad) (D des vor. $. 


= h ab+rab’+-ab+3ab‘ 
2 2ab--ab' ab -+-2a’b' 

3) Kugelzonen. Behält man die in $. 158 ange 
nommene Bezeichnung bei, fo ergiebt fich der Halbmefier des 
mittleren DurchfchnittS der Zone (nach Anh. 74. 3) durch 
40? = 28? + 2b” -+-h?. Zur Schwerpunfts-Beftimmung 
fommt nun die Sormel (III) des vor. $. in Anwendung, ins 
dem manr=a,r = ſetzt. Danadı entfteht: 

h 2a?-+-4b? +-h? 
2 3° +36 + 

4) Zone eines Paraboloids. Dreht fih das Pas 
rabolifhe Trapeg EBMK (Fig. 92) um bie Abfeifienachfe 
AX, fo befchreibt e8 bie Förperliche Zone, deren parallele 
Grunpflächen, nad) der in der Figur angeveuteten Bezeich⸗ 
nung, die Drdinaten q und q’ zu Halbmefjern haben. Der 
Halbmefler o der mittleren Durchfchnittsfläche ift Die Ordi⸗ 
nate zur Abfeiffe Alp+p); alſo ꝙ = zalp+p) = 
3(qg?+g”), während die Höhe BM der Zone h= p—p 
iſt. Mit Rüdficht hierauf giebt nun die Formel (III) des 
vor, $. für den Schwerpunfts-Abftand der sone von der End» 
fläche rg? den Ausdruck 


_ bh q+2g9" _p-Pp — 
—37 3 prp 


"Der Schwerpunfts-Abfland des Conoides, welches durch 
L 19 
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Drehung der Parabelflähe ABC um bie Abſtifſſenachſe AX 
entfieht, von der durch BO befchriebenen Kreisfläche wird 
erhalten, wenn man in obiger Bormel p’, und alſo auch g, 
gleich Null fept. Dadurch ergiebt ſich derſelbe = sp; d. h. 
der fragliche Schwerpunkt liegt auf zwei Drittheil der 
Höhe AB vom Gipfel entfernt. 

Anm. Don dem Körper, ber durch Drehung ber Fläche ACD um 
bie Achſe AY enifteht, läßt ſich ber Schwerpunft nicht nad) ber im vor. 
8 dargeſtellten Methode befimmen, weil feine Scala keine Parabel, fon- 
dern eine Linie der vierten Orbnung if. Auf S. 145 bes Anh. ift ber 
Iubifche Inhalt des fraglichen Körpers, mit Rüdficht auf die bier ange- 
nommene Bezeichnung, k == Inp?-q gefunden worden. Beſtimmt man 
nach berfelben Methode das Moment ber Förperlichen Schicht, die von bem 
Streifen knwh ($ig. 15. auf Taf. IL. des Anh.) bei der Drehung um 
AY befchrieben wird, fo findet man dafür 

' at W 19 
Mm = AR — 2.23 (2m 1)°. 


Diefen Ausprud von m = 1 bid m = n fummirt [nach Anh. 9. (2)1 
liefert das Moment bes ganzen Körpers in Bezug auf ben Gipfel A 
ale Momentenpunft gleich 
M- 7,16 zz 2° n® 
32-2? 32.02 6 

Im vorliegenden Falle ift nun nt = AD q, und nad ber Öleichung 
der Parabel bat man y* = aꝛxe; daher eniſteht 

M= —8 == Inp?’q?, 
Divibirt man dies Moment durch den Subali k == Inp?q, fo finde 
man ben geſuchten Abſtand des Schwerpunkies 

z=3;% 

fo daß berfelbe alfo auf fünf Sechstheil der Achfe AD liegt. 

5) Zone eines Ellipfoids. Dreht fich der elliptifche 
Quadrant ACB (Fig. 105) um die Halbachfe AC, jo ber 
fchreibt die trapezförmige Fläche DEGEF eine Förperliche 
Zone, deren begrenzende Kreisfläcdhen die Ordinaten DE 
= q und FG = g’ zu Halbmefiern haben. Die Höhe dies 
fer Zone fei DE == h, und der Abſtand z ihres Schwer- 
punktes von der durch DE befchriebenen Kreisfläche foll bes 
ftimmt werben. 














22 ?2m—IP = 
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Dan fe ED=p, ff iR CF = p-+h, um für 
DP=-FPtt CP = pP rih Daher: 


— pP); gq 1, ;[a°-(p+h)?]; = ——— 


Subtrahirt man die weite und dritte Gleihung von der 
erſten, ſo koͤmmt: 


„a b’h b?h 
te Q@p+h; d-e= 7. Ap+b); 


und indem man zwifchen diefen beiden Gleichungen p elimi« 
nirt, demnächft aber 0? entwidelt, findet man: 
— 2a’ (qꝰ 42) 4 b h +b’h? 
4a? 
Nach Zormel (III) des vorigen $. hat man nun fir den 
fraglichen Abſtand 


welcher Ausdruck fi) nach Einfeung des Werthes von E? 
in folgenden verwandelt: 
N „5.20 (+24) +b’h?, 

2 3e(Q + g”)+b’h? 

Den Schwerpunfts-Abftand des, durch die elliptifche Fläche 
AED erzeugten, Eonoides findet man aus vorflehender For⸗ 
mel, indem man darin q’ = 0 und AD = h ſetzt. So 
entſteht | 

h 2a T +b’h? 

232 qQ’-+b? h3 
Sept man aber g= bund h= a, fo ergiebt fih z = 3a 
als Schwerpunfts-Abftand des, durch Drehung des Qua⸗ 
dranten ACB um bie Halbachie AC entflandenen, Ellipſoi⸗ 
des von dem Mittelpunfte des lebtern. 

Dreht fich der elliptifde Duadrant um die Halbachfe 
BC, fo befchreibt die Trapesflähe HEGI ebenfalls eine für« 

19” 
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perliche Zone, fuͤr welche ſich der Schwerpunkts⸗Abſtand von 
der durch HE beſchriebenen Kreisfläche durch die Formel 


findet 

‚ _ h‘ 2b*(p’ +2p") +a’h® 
um ee TTOrTUCH 
Diefelbe giebt für p = 0 den Schwerpunfts-Abftand des 
Gonoides, welches durch Drehung der elliptifchen Pläche 
BGI um BC als Achſe entfteht, von dem Gipfel B deſſel⸗ 
ben. Es entſteht nämlich 

z. _ h" 4bꝰ pꝰ - aꝰ hꝰ 

2 3b’p" + ah” 

Sept man darin p' = a und h’ = b, fo .ergiebt fich für 
das, durch Drehung des Quadranten um die Halbachfe BC 
entftandene, Conoid der Schwerpunfts-Abftand vom Gipfel 
B dieſes Körpers, oder z’ = &b. 

6) Zone des Hyperboloides. Es file CAD 
(Zig. 106) den einen Zweig einer Hyperbel, O deren Mit 
telpunft vor; OX und YY’ follen die Achfen der beiden 
entgegengefegten Hyperbeln fein. 

Dreht fich die Eurve um die erfte Achfe, fo entfteht befannt- 
lich das fogenannte zweiaſtige Hyperboloid, und die tra- 

'pezförmige Yläche PEBC befchreibt eine Zone deſſelben, de⸗ 
ren parallele Endflächen CD, FG, Kreife von den Halbmef- 
fern q und q’ find. Bezeichnet o den Halbmeſſer der mitt- 
leren Durchfchnittsflädhe, h die Höhe EB der Zone, fo ift 
nach Bormel III des vor. 8. 

20’ 4 * 
der Schwerpunfts-Abftand der Zone von der Endflaͤche FG. 

Zu den Ordinaten q, q’ und o gehören die Abfeiffen 
p. 57* und p = „naher hat man 


bh? 
g= u’ a’); ">; "[P-b*- 1; 0° — 
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Behandelt man diefe Gleichungen auf diefelde Weife wie bei 
der vorigen Aufgabe, fo findet man 

a. 2a?’tg’ rg”) —b’h? 

— 77 
und wenn dies in der obigen Formel eingefebt wird, fo 
entftebt: 


(D 2 a — — — 


Für das hyperboliſche Conoid CAD, welches durch Dre⸗ 
hung ver Fläche ABC entſteht, it q’ = O und h = AB; 
der Abftand feines Schwerpunftes vom Gipfel A alfo 
_h4ag’—b’h’ 
| 3 30q4-h 
Läßt man eine Drehung der Hyperpel um die Achſe 
_ YY’ gefchehen, fo befchreibt die zwifchen diefer Achfe und der 
Eurve enthaltene Fläche IFADH eine Zone des einafligen 
Hyperboloives, deſſen parallele Endflächen Kreiſe von den 
Halbmefiert HD = p und JF = p’ find, und deſſen Schwers 
punft in der Achfe HJ liegt. Zur Beitimmung feines Abs 
flandes von dem Punkte HI dient die Formel 








worin h die Höhe HJ der Zone und E den Halbmeſſer 
MN ihrer mitıleren Durchfchnittsfläche bebeutet. Lebterer ift, 
wie leicht aus der Figur erhellet, die Abfeiffe zur Ordinate 
= q — ih, während zur Abfeifie p' die Ordinate 'g’ = 
h—q gehört. Daher hat man nad) einander: 

3 2 3 
—s — =[ch-9)’+b°]; ’=Falg—h)"+b°], 
woraus fich ferner leicht findet: 

, a°’h 
pP’-p” = 7, 2a-h); pP—o‘ = = h4q-h). 
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Efiminirt man zwifchen diefen Gleichungen q und entwidek 
o’, fo fommt 
. 2 b?(p? + pꝰ) - a’h? 
e= 4b? ’ 
Diefer Ausdruck in obiger Formel eingefebt, giebt demnaͤchſt 
h 2b? (p? + 2p”)— a’h? 
(ID B == 7 — (p? + p”) —_ a°’h? 
Bon dem durch die Fläche OADH erzeugten Körper 





findet man den Schwerpunfts-Abftand vom Mittelpunft HI. 


feiner Grundfläche, indem man in obiger Formel p' = a 
und h= OH fett; nämlic 
h 2b?(p? -+ 2a?) — a’h? 
g 3b’(p Hat) — ah? 
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Praftifhes Berfahren zur Beftimmung des 
Schwerpunttes von ganz unregelmäßigen Körpern. 
Es kommt im Mafchinenweien häufig vor, daB man von 
Körpern, die zu gewiffen Zweden (3. B. als Hebel) benupt 
werden follen, ven Schwerpunkt möglichft genau fennen muß, 
um danach die beabfichtigte Wirkung gehörig beurtheilen zu 
fönnen. Zu diefem Ende Fönnte man die Lage des Schwer- 
punfte8 dadurch ausmitteln, dag man den Körper auf ein 
feftes Unterlager, welches oben fcharffantig ausläuft, fo lange 
balaneirt, bis er darauf im Gleichgewichte bleibt. Aber dies 
ſes Verfahren ift nicht fo gwerfmäßig und gewährt auch nicht 
die Genauigkeit wie folgendes: 

Es ftelle AB (Fig. 107) den gegebenen Körper in ber 
Seitenanfiht vor, von welchem der Abſtand BG = x dei 
Scwerpunftes G von dem Ende B beftimmt werben foll. 
Man unterftüge das eine Ende A des Körpers durch ein 
fcharffantiges Unterlager, fo daß er fi) um bie obere Kante 
defielben, wie um eine fefte Achie, frei auf und ab drehen 
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kann; alsdann bringe man feine Achſe AB in horizontale 
Lage, befeftige in ihrem Endpunkte B das eine Ende einer 
vollfommen biegfamen Schnur BCD, welche Lothrecht aufs 
wärts über die Leitrolle C geleitet, und an deren herabhaͤn⸗ 
gendem Ende CD eine Wagfchaale D angebracht wird. In 
dieſe Schanle lege man fo lange Gewichte, bis dadurch der 
Körper in horizontaler Lage feiner Achfe AB ine Gleichge⸗ 
wicht kommt. 

Bezeichnet nun 1 die Länge und Q das eigene Gewicht 
des gegebenen Koͤrpers, welches letztere als eine vertikale 
Kraft in ſeinem Schwerpunkte vereinigt gedacht werden kann, 
und repraͤſentirt P das Gewicht der Wagſchaale mit Ein⸗ 
ſchluß der hineingelegten Gewichte, ſo hat man, in Bezug 
auf die Drehachſe bei A, die Momenten⸗Gleichung: 

Q-AG =P-AB; over Qld—x) = Pi. 


Hieraus ergiebt fih x = wo. 


Beifpiel. SEQO=504;P= 30 U und I = 6 Fuß gegeben, 
fo findet man ben Schwerpunlis- Abfland x = 2,4 Fuß. 


V. Anwendungen der Lehre vom Schwerpunfte. 
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Guldin'ſche Regel. Die von Pappus entdedte und 
von dem Sefuiten, Pater Guldin, zuerft in Anwendung ge⸗ 
brachte Methode, jegt unter dem Ramen „Guldin'ſche Re- 
gel” befannt, befteht in einem Verfahren, ven Inhalt von 
Oberflächen oder Körpern, die durch Umdrehung von belie- 
bigen Eurven oder Flächen um fefte Achfen erzeugt find, ver⸗ 
mittelft der Schwerpunfte der erzeugenden Figuren zu beftim« 
men, Die Regel lautet: _ 

„Dreht ſich irgend eine Frumme ober gerade Linie um 

„eine unbewegliche Achfe, die mit ihr in derfelben Ebene 
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„Negt, fo befchreibt fie eine Oberfläche, deren Inhalt gleich 
„if der Länge der erzeugenden Linie multiplicirt mit dem 
„Wege, den ihr Schwerpunft befchreibt.” 

Ehen fo ift: „der Inhalt des Körpers, welcher durch 
„Drehung einer beliebigen ebenen Flaͤche um eine fefte, in 
„ibrer Ebene liegenden Achfe entfteht, gleich dem Produkte 
„aus dem Slächeninhalt der erzeugenden Figur in den Weg 
„ihres Schwerpunftes.” “ 

Sn beiden Fällen ift der Weg des Schwerpunftes der 
Erzeugenden entweder eine vollftändige Kreisperipherie, oder 
ein Kreisbogen, und :der zugehörige Halbmeffer ift dem Ab⸗ 
ſtande des bewegten Schwerpunfted von der Drehachſe gleich. 
Diefe Regel kann in manchen Fällen mit Nupen in Anwen- 
dung gebracht werden, daher ſoll zuerft der Beweis davon 
gegeben werben. 
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Beweis der Guldin’fhen Regel für Oberflächen. 
Es fei AB (Sig. 108) eine beliebige krumme Linie, welche 
fih um die unbemwegliche Achfe XV dreht, wobei die Entfer- 
nungen ihrer Punkte von dieſer Achfe ſtets viefelben bleiben. 
Man denke fih die genannte Linie in eine beliebige Anzahl 
Stüde getheilt, die man fo Fein annehmen kann, daß fie 
als geradlinig betrachtet werden Tönnen; alsdann befchreibt 
jedes einzelne Stüd entweder einen Eylindermantel, wenn es 
der Achſe parallel ift, oder den Mantel eines abgefürzten Ke⸗ 
gels, wenn es derjelben nicht parallel if. Die Summe ber, 
von den Stüden befchriebenen, Zonen giebt aber jedesmal 
bie ganze, von der frummen Linie erzeugte Oberfläche. 

Für ein beliebiges Stüf vw= s feien vv’, ww’ bie 
Abftände feiner Endpunfte, und co fei der Abſtand feines 
Schwerpunftes von der Adıfe. Der abgefürzte Segelmantel, 
welcher von vw befchrieben wird, drüdt fi) aus durch 
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rvw(vV’ +-ww) = ns:2o, 
weil ber Schwerpunlt von vw in ber Mitte feiner Länge 
liegt, und daher vv’ + ww’ = 20 if. Was nun hier von 
einem beliebigen der Eurvenelemente erwiefen ift, gilt eben fo 
von allen übrigen. Sind daher a, b, c...ıc. die Längen 
der gerablinigen Elemente, &, P, y... x. die Abſtaͤnde ihrer 
Schwerpunkte von der Drebachfe, fo geben die Ausprüde 
a 2ra, b-2nf, c-2ry...ıc die Inhalte der von jenen 
Elementen befchriebenen Mantefflächen, und wenn man biefel- 
ben abbirt, fo erhält man ven Inhalt F der Oberfläche, 
welche von der ganzen Curve AB erzeugt wird, nämlich 
F = 2n(aa+-bP+cy+ X) = 2n-Zao, 

Bekannten Lehren der Statif gemäß ift nun in Bezug auf 
jede Achfe das ftatifche Moment einer Linie gleich der Summe 
der Momente aller ihrer Theile. Wenn alfo im vorliegen« 
den Falle 1 die rectificirte Länge der Eurve AB, und z. den 
Abftand ihres Schwerpunftes G von der Achſe XY bezeich- 
net, fo ift Iz = Zaa. — Subſtituirt man dies in der vo⸗ 
rigen Gleichung, fo ergiebt fich, der Guldin'ſchen Regel ent« 
fprechend, die Sfeichung: 

F = l.2rnz. 

Beifpiel, Dreht fih ein Halbkreis um feinen Durchmeſſer als 

Achſe, fo‘ befchreibt der zugehörige Bogen die Oberfläche einer Kugel, de> 


ren Inhalt fih, zufolge der Guldin'ſchen Negel und mit Rüdficht auf 
F. 124 Beilp. 3. folgendergeftalt ergiebt: 


r 
F= ıır-2?2— x = 4a 
7 
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Beweis der Guldin’fhen Regel für Rotations— 
körper. Diefes Geſetz fol zuerft für einen Körper, deſſen 
Erzeugungsfläche ein ebenes Dreier if, und demnaͤchſt für 
eine beliebige ebene Figur als Erzeugungsfläche bewieſen 
werden. 
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1) Dreht fih dad Dreied ABC (dig. 109) um die 
in deſſen Ebene befindliche Achſe XV, fo befchreibt es einen 
Körper, deſſen Inhalt auf folgende Art gefunden wer⸗ 
den kann. 

Man denke ſich aus den Eckpunkten des Dreiecks die 
Perpendikel AA’, BB’, CC’ auf die Achſe gefällt, bezeichne 
die Längen derfelben bezüglich mit a, b, c, und fehe die Ab- 
Rände AB’ = x, AC'=y. Offenbar erhält man nun 
den Inhalt K des vom Dreied ABC beicdriebenen Kör- 
pers, indem man die abgefürzten Kegel, welche von den Tra- 
pegen AA’B’B und AA’C’C befchrieben werden, abdirt und 
von der Summe den durch das Trapez BB’C’C befchriebe- 
nen Körper fubtrabirt. Demgemäß ergiebt fich der fragliche 
Inhalt gleich 
anx(a?-+-b’+ab)-Hryla?+c’+ac)—Irlx-+y)(b’-+c’-+be); 
ober, wenn dies gehörig rebucirt wird, 

Ko I(a +b ro [a—o)x-+la— b)y]. 
Nach 8. 129 ift nun z = Hlea-+-b-+rc) der Ausdruck für 
den Schwerpunft&-Abftand GG’ des gegebenen Dreieds von 
der Achſe XY, während F = z3[lla@a—co)x-+(a—b)y] 
den Inhalt diefes Dreieds ausbrüdt. Letzteres ergiebt fich 
fehr leicht, indem mar von der Summe der beiden Trapge 
AA'B'B und AA’C’C das Trapez BB’C’C abzieht. Sub 
flituirt man dieſe Größen im obigen Ausbrude von K, fo 
erhäft man, der Guldinfchen Pegel entfprechend, 
K = 2nz-F. 

2) Es fielle nun PQ (Fig. 110) eine ganz beilebige 
Flaͤche vor, welche ſich um die in ihrer Ebene liegende feſte 
Achſe XY dreht, indem fie fortwaͤhrend dieſelbe Lage gegen 
diefe Achfe beibehält, und G fei ihr Schwerpunft. 

Man denfe fih den Umfang der Figur in eine beliebige 
Anzahl folcher Theile getheilt, die man fo Hein annehmen 
fann, daß fie ohne merflichen Fehler als gerablinig beirach⸗ 
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tet werben können. Zieht man aus den Theilpunkten nad) 
dem innerhalb gelegenen Punkte G gerade Linien, fo wird 
dadurch die ganze Fläche PO in lauter Dreiede zerlegt, de- 
ren lächeninhalte nach der Reihe mit A, B, C, D...ıc. 
bezeichnet werden follen. Eben fo feien a, b, c, d...ıc. die 
SchwerpunftsAbftände diefer Dreiede von der Achfe XY. 

Die Förperlichen Räume, welche von den genannten Drei« 
ecken befchrieben werden, laffen fih nun nach dem fo eben 
Bewieſenen durch A-2ar, B-2br, C.2cn, D-2dr...u.f.w. 
ausdrüden, und die Summe dieſer Räume giebt dann ben 
Inhalt K des von der ganzen Fläche PO befchriebenen Koͤr⸗ 
pers, nämlich 

K=2r(Aa--Bb+Cc-+-Dd-+ ---ıc.).. 
Bezeichnet nun FF den Inhalt der erzeugenden Fläche PO, 
und z den Abftand GG’ ihres Schwerpunftes von der Dreh 
achte, fo findet nach früheren Lehren die folgende Momenten: 
gleichung flatt: 
 #z = Aa+Bb+Cc+Dd-+--ıc 
Died in der vorigen Gleichung eingefebt, giebt 
K = 2nz-F, 

eine Gleichung, welche die Guldin’fche Regel auch für Rota- 
tationstörper von beliebiger Geftalt darftellt. 

Beifpiel, Kür einen Halbfreis, der fih um feinen Durchmeffer als 
Achſe dreht und beffen Fläche eine Kugel befchreibt, ft F = Int, 
ı= = (8. 134); daher ergiebt fih der Inhalt ver Kugel 


4r 
EL lara · * = Iır, 
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Anwendung der Guldin'ſchen Regel zu In— 
haltsbefimmungen. Außer den vorhergehenden Beifpie- 
fen fol die Nüplichfeit des bewiefenen Geſetes noch an fols 
denden Aufgaben erläutert werden: 
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1) In Sig. IH fei ein Ring im Grundriß und Durch⸗ 
fehnitt dargeftellt, der aus einem gewöhnlichen vollen Epylin- 
der gebogen ifl. Um den kubiſchen Inhalt dieſes Ringes zu 
berechnen, betrachte man benfelben als einen Körper, der Durch 
Drehung der Kreisfläche AE um die feſte Achfe C entftan- 
den if. Dan febe ven äußeren Durchmefir AB = D, den 
Durchmefler AE des erzeugenden Kreiſes = d, fo ift der 
Slächeninhalt diefes Kreifes = Ind?, und der Abſtand CG 
feines Schwerpunftes von der Achſe it = 1(D—-d). Nach 
der Guldin’fchen Regel erhäft man alfo den kubiſchen Inhalt 
des Ringes, ” 

K = !nd’.2.4n(D—d) = in’d’(D-d). 

Zur Berechnung der gefammten Oberfläche F des Rins 
ged Tann diefelbe als durch Drehung des Sreisumfanges 
AE um die Achfe C entftanden betrachtet werden. “Die 
Länge der erzeugenden Curve ift dann = nd, und der Weg 
ihres Schwerpunftes = 2-32(D — d); folglich erhält man, 
nach $. 165, 

F = „’d(D—-d). 

2) Wenn fi eine ringförmige Fläche AB (Fig. 112), 
bie zwifchen zwei concentrifchen Kreifen von den Durchnef- 
fern d und d’ enthalten ift, um eine in ihrer Ebene liegende 
fefte Achfe C halb herum dreht, fo befchreibt fie eine gebo⸗ 
gene Röhre (Knieſtück), wie es zuweilen bei Pumpwerken, 
 Röhrenleitungen u. dgl. vorfommt. Um hiervon den Förper- 
lichen Inhalt K zu beftimmen, fege man den äußeren Durch» 
mefjer des Knieſtückes AF = D; fo ift die erjeugende 
Fläaͤche = in(d’— d”), der Abftand ihres Schwerpunftes 
von der Achſe = (D — d), und der Weg des Schwerpunf- 
tes (eine halbe SKreisperipherie) if = IntD—d). Demnach 
findet man ben Förperlichen Inhalt des Knieſtückes | 

XK2 :r’(@® —d®’)D—d). 
3) WI man von einem jonifchen Säulenfuße (Fig. 113) 
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den Kubifinhalt ausmitteln, fo laſſe man zuerft die Wulfte 
und die Einziehung unberüdfichtigt, und berechne die Inhalte 
der beiden Eylinder, von denen der eine den Halbmeffer a 
und die Höhe h, der andere aber den Halbmefler b und bie 
Höhe k hat (fiehe die Figur). Die Summe diefer In⸗ 
halte ift: 

A = neah+nb’k = n(a’h-H-b?’k), 

Die beiden Wulfte, welche um dieſe Eylinver herum lie⸗ 
gen, können als Körper betrachtet werben, die durch Drehung 
von Haldfreisflächen um die mit ihren Durchmefiern paral⸗ 
lele Säulenachfe entftanden find. Daffelbe gilt von der Ein- 
ziehung, die fich rings um den Säulenfuß ywifchen den beis 
den Wulften herumzieht. Für den oberen Wulft ift nun bie 
erzeugende Flaͤche = Arır?, der Abſtand ihres Schwerpunk⸗ 
ted von der Achſe = +3; folglich der förperliche Inhalt, 
der Guldin'ſchen Regel gemäß, 

4 
B= ınr-2 a+3,)” = ar (na+in. 
Hür die Einziehung ft die erzeugende Flaͤche = zrro?, der 
Abftand ihres Schwerpunftes von der Achfe = a 58, folg⸗ 
lich der koͤrperliche Inhalt: 
40 
—_ Int. _22 — 2 — 
C= I70 26 * 2 ro’(na—%o), 
Zür den unteren Wulſt findet man auf demfelden Wege den 
förperlichen Inhalt 
_ ol, , 4R\, _ „pa 
D= ;rR 2(0+5)r = ssR?(ab +5R). 
Hat man auf diefe Weile die Größen A, B, C.und D ber 


rechnet, fo ift der Kubifinhalt des ganzen. Säulenfußes 
K=-Ar-B-—-C-+-D. 
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Auf ähnliche Weife läßt fih der Quadratinhalt ber zu⸗ 
gehörigen Oberfläche beſtimmen. 

4) Dreht fich die parabolifche Flaͤhe ACD (Sig. 92), 
um die zugehörige Achfe AY', fo befchreibt. fie ein Conoid, 
defien Inhalt S. 145 des Anh. flereometrifch beftimmt wor⸗ 
den ift. Mit Hülfe der Guldin'ſchen Regel läßt fich dieſe 
Beſtimmung weit einfacher leiften, und zwar folgendergeftalt: 

Nach $. 140 (2) ift der Inhalt der genannten Yläche 
== Ing; der Abftand ihres Schwerpunftes G' von der Achſe 
AY 5p; daher ergiebt fich der fubifche Inhalt des frag- 
lichen. Conoides u 

K = jpq.2n5p = snp’q. 

5) Zufat. In 8. 164 iſt bereits erwähnt worden, 
daß die Guldin'ſche Regel nicht bloß für eine vollftändige, 
fondern auch für eine theilweife Umdrehung der Erzeugenden 
gilt, jo daß deren Schwerpunft einen beliebigen Theil des 
Kreisumfanges befchreibt; nur muß bie Drehachſe mit ver 
Erzeugenden jedesmal in einer und derſelben Ebene liegen. 

Wenn alfo eine ebene Figur vom Inhalt F fich um 
eine fefte Achfe fo dreht, daß ihr Schwerpunft einen Kreis⸗ 
bogen befchreibt, deſſen Mittelpunftswinfel in Bogenmaaß für 
den Halbmefier 1 gleich « ift, fo druͤckt & 2 die Länge dieſes 
Bogens aus, wofern = den Schwerpunkts⸗Abſtand der Er- 
zeugenden von der Drehachje bezeichnet. Der Inhalt des 
entftandenen Rotationsförperd ergiebt ſich demgemäß durch 
die Formel 

K= ez-F. 

Da nun zF das ftatifche Moment der Fläche F in Bezug 
auf die Drehachſe darftellt, fo fann man die Guldin’fche Re - 
gel auch folgendermaßen ausfprechen: 

Der fubifhe Inhalt eines, durch Drehung ei- 
ner ebenen Fläche entftandenen, Körpers ift glei 
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dem Produkt aus dem Bogenmaaße des Drehungs- 
winfels in das flat. Moment der Erzeugenden. 

In diefer Baflung gewährt die Gulbin’fche Hegel bei 
der praftifchen Anwendung häufig eine wefentliche Erleich⸗ 
terung. 

8. 168. 

Anwendung der Ouldin’fhen Regel zu Schwer« 
punfts-Beflimmungen. Das in $. 166 bewieſene Gefeg 
ftellt im Allgemeinen eine Gleichung dar, zwiſchen dem In⸗ 
halt einer ebenen Fläche, dem Abftanvde ihres Schwerpunftes 
von einer geraden Linie und dem Inhalte des Körpers, wel 
cher durch Drehung jener Fläche um diefe Linie entftanden 
ift. Jede von den genannten drei Größen kann aus der er⸗ 
wähnten Gleichung entwidelt werden, und fomit läßt ſich 
diefelbe auch zu Schwerpunfts-Beftimmungen ebener Flächen 
benupen, was durch die folgenden Aufgaben näher erläutert 
werben joll. 

1) Es file ABC (Fig. 114) den Quabranten einer 
Efipfe vor, von weldhem AC = a bie halbe große, und BC 
= b die halbe Heine Achfe fein mag. G fei der Schwer- 
punkt dieſes Duadranten, deffen normale Abflände GD und 
GE von den beiden Achfen beflimmt werden follen. 

Zu dem Ende denfe man fih bie Släche ABC zuerſt 
wn AC und dann um BC ganz berumgedreht, fo werben 
dadurch Körper befchrieben, deren Inhalte nah Nr. 74. 2 
des Anh. bezüglich = Jnab? und = 3742b find. Nach 
Anh. Nr. 50 ift aber der Duadratinhalt der erzeugehden 
Flaͤche = inab; folglich hat man, der Guldin'ſchen Regel 
gemäß, 

ıinab-2n-DG = $nab; 

inab-2r-EG = jrna’b. 
Aus diefen beiden Gleichungen ergeben ſich die gefuchten Ab⸗ 
ſtaͤnde des Schwerpunktes folgenvergeftalt: 
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4b. da 

| DG In EG=- 3n 
Durch Bergleichung diefer Refultate mit den in 9.134 Bei- 
fpiel 2. gefundenen’ ergiebt fih, daß der Schwerpunfts «Ab: 
ftand des elliptifchen Duadranten von der großen Achfe dies 
felbe Größe hat, wie der Abftand des Schwerpunftes eines, 
mit ber Heinen Halbachfe BC befchriebenen, Kreisquadranten 
von bderfelben Linie. Daffelbe gilt von den Abftänven der 
Schwerpunfte des elliptifchen und eines, mit der großen Halb⸗ 
achfe AC befchriebenten, Kreisquadranten von der feinen Achfe. 

2) Sei AD (Fig. 106) der Bogen einer Hyperbel, O 
der zugehörige Mittelpunkt, OX die Haupt», OY’ die Nes 
benachſe und OA = a, Denkt man fidy aus dem beliebigen 
Punkte D die Perpenvifl DB = q und DH = p auf bie 
genannten Achſen gefällt, fo entftehen die beiden hyperboli⸗ 
fchen Slädhen ADB und OADH, deren Schwerpunfte bier 
beftimmt werden follen. 

Für die zuerft genannte Hyperbelfläche mag P den Schwer- 
punkt vorſtellen, OQ = PR=x und PO = y ſeien bie 
Coordinaten deffelden. Um letztere mit Hülfe der Guldin’- 
fchen Regel zu beftimmen, muß man den Inhalt der Fläche 
ADB, fo wie die Inhalte der von ihr bei der Drehung um 
OY’' und OX befchriebenen Körper kennen; beide koͤnnen 
wir aber als befannt vorausfegen. Bezeichnet nämlich F 
jenen Flächeninhalt, fo hat man nad) Anh. Nr. 56 (5) 


EF= !lpva-ab: auker) 
. (pa ab Ign ab . 


Ferner ift nach Anh. 74. 4, wenn K den Inhalt des, bei 
der Drehung um ox* —* Hyperboloids bezeichnet, 


K * aD (p-H2e)(p— a)", 


während nach demfelben Eitate der Inhalt des, von der Fläche 
OADH um die Achfe OY’ befchriebenen Körpers durch 
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ab? ä 2 1 a 

3,394 +35’) = zrq(p’ +28?) 
ausgebrüdt wird. Subtrahirt man biefen Körper von dem, 
durch das Rechteck OBDIH bei der erwähnten Drehung er- 
zeugten Gylinder, fo ergiebt fich der gefuchte Inhalt K' des 
ringförmigen Körpers, welcher OY’ zur Achfe und ABD zur 
Erzeugungsflädhe hat, folgenvergeftalt: 

K’ = np’gq—;rg(p’ +20?) = anglp?—a?), 

Gemäß der Guldin'ſchen Regel hat man nun die Glei⸗ 


chungen 
2x FF =K' md 2nyF =K; 
‘ 


alfo = 3. * on. 
Ink I dzF 


Subfituirt man für F, K und K’ Die entfprechenden Werthe, | 
fo kommt 








ao ee) 
pg—ab-Ign "IF P 

y- au Br2apZn 
pgq—ab-Ign ——T, | 


3) Auf ganz gleiche Weife ergeben fich die Schwer: 
punkts⸗Coordinaten x’, y’ für die hyperboliſche Flaͤche OADH, 
deren Inhalt man durch Subtrartion der Flaͤche ADB von. 


dem Rectangel OBDH Iglei (pg-+ab-Ign m) fin, 
det. Die Inhalte der von dieſer Fläche bei. der Drehung um 
O V und OX erzeugten Körper find bezüglich = I rq (p? +2a?) 
und = irr(p— a) (q7 + 2b?), und mit Rüdficht darauf fin» 
det man nach der Gulbin’fchen Regel 


x _ 31er) 
Hp 








Pat ab · Ign 
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Yu 3(p — a) (q’ + 2b”) 
pq + ab Ign 7 P 


4) Wir haben in $. 142 von an beliebigen krumm⸗ 
linigen Flaͤche AA’D’E'G (Big. 93) den Abſtand = bed 
Schwerpunftes von der begrenzenden Ordinate AA’ beſtimmi, 
und dafür folgenden Werth gefunden: 

p. 0-3, FL. MAa, 2· 22, -3 ·An, 4. 20, 5. 4a,-+-68, 
2 ar Ar 2, + Ar 2, + Iacr ar’ 
wo die Bedeutung der Buchitaben, die in diefer Formel vor 
fommen, in dem genannten Paragraphen. und in ber zuge 
hörigen Figur angegeben find. Zur vollfiändigen Beſtim⸗ 
mung der Lage des Schwerpunftea gehört noch, daß man 
auch feinen Abſtand z’ von der Abſciſſen⸗Achſe AG Fennt. 

Um nun dieſen Abftand zu beftimmen, Tann man bie 
Guldin’jche Regel mit Vortheil in Anwendung bringen, in⸗ 
dem man die Fläche AA’D’G'G, deren Inhalt F befannt 
ift, eine vollfiändige Umdrehung un AG als Achfe machen 
läßt. Sie befchreibt dann einen Körper, deſſen Kubikinhalt 
K ebenfalls befannt ift, und es findet, aufolge der in Rebe 
befindlichen Regel, nachftehende Gleichung ftatt: 

K=F-2nz'; woraus fih ergiebt =’ = u 
Subftituirt man in diefer Formel für F und K die zugehörs 
rigen Werthe nad) S. 85 und 148 des Anh, fo entſteht: 
1 ‚ar 4a, + 2a," +4a,?+2a,? + +A +2 
ZB + mm — —— —— — — ——— 

2 8, Aa, +20, +Aa, +22, + Aa Fass 
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Anwendung ber Lehre vom Schwerpunkte zur 
Defiimmung des Inhalts prismatifcher Körper. 
Um diefe Anwendung auf ein beftimmtes Geſetz zu begrün- 
ben, ift ein Rüdblid auf $. 129 mit Hinficht auf Fig. 82 - 
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aöthig, indem wir uns erinnern, daß in diefer Figur ABC 
Die .Projection des Dreiecks ABC, und @' die Projection 
feines Schwerpunftes auf die beliebig gegebene Ebene XY 
vorftelt. Eine geringe Ueberlegung ergiebt fofort, dag @' 
der Schwerpunft des Dreiedes A’B'C’ if, fo daß alfo bei 
jedem ebenen Dreied. die Projection feines Schwerpunftes 
auf eine beliebige Ebene allemal in ben Schwerpunkt der 
Profection dieſes Dreiedes auf diefelbe Ebene fällt. 
Ferner wurde in jenem Paragraphen der Schwerpunfte- 
Abſtand GG’ = zla-+-b-+c) gefunden, während aus ber 
Stereometrie bekannt iſt, daß der Inhalt des fchief abgefchnit- 
senen bdreifantigen Brismas ABC A’B’C, welches die pro- 
dieirenden Linien AA’, BB’, CC’ zu Kanten, und das Dreied 
A’B’C’ zum normalen Querſchnitte hat, durch die Formel 
s(as+-b+c)-A'B’C’ ausgebrüdt wird. Diefer Ausdruck 
ift demnach identiſch mit dem Produfte GG'-A'B'C', und 
e8 folgt daher, daß der Inhalt des fraglichen Prismas gleich 
dem Produlte aus feinem normalen Querfchnitte in den Abs 
ftand der Schwerpunfte feiner Endflaͤchen iſt. 

Daß diefe Sefebe in ganz gleicher Welfe für jedes viel- 
Fantige, an beiden Enden ſchief abgefchnittene Prisma gültig 
find, wird in folgenden $. nachgewieſen. 


$. 170. 


Man denke fih nun irgend eine ebene gläce vom In⸗ 
halte F, deren Lage im Raum gegen drei Eoordinatchebenen, 
welche ſich paarweiſe in ben. Achfen OX, OY, 02 (äig. 
115) fchneiden, gegeben fel. Die mit dieſen Achſen paralle- 
len Coordinaten ihres Schwerpunftes @ follen x, y, 2 heis 
Ben, von welchen nur die erfte in der Figur angegeben if. 
heilt man die gegebene Fläche, etwa durch gerade Linien, 
die von ihrem Schwerpunkte nach den Edpunften gezogen 
werden, in lauter Dreiede, deren Inhalte A, B, C--- ic. fein 

20* 
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mögen, und bezeichnet die zugehörigen Schwerpunfts-Eoorbi- 
naten bezüglih mit a, a’, a”; b, b', b"; c, c', c” ---ıc., fo 
hat man nach früheren Lehren die Momentengleihungen: 
Fx=Aa +Bb +Cc + u. = ZAa; 
() {Fy= Aa +Bb +Cc +. = Aa); 
Fz = Aa" +Bb"+-Cc" + -ı. = ZAa”. 
Man denke fich die Yläche E' auf eine der Eoorbinatenebenen 
projicirt, etwa auf die Ebene YZ, gegen welche fie unter 
dem Winfel p geneigt fein mag, dann drüden == F Cosy, 
A' = ACosp, B' = BCosy, C' = CCosy, ---ıc. die 
Projectionen der ganzen Fläche und der einzelnen Dreiede 
aus, worin erftere zerlegt gedacht wurde Multiplicirt man 
alfo die obigen drei Gleichungen nad) der Reihe mit Cosy, 
fo verwandeln fie fich in folgende: 
Fx=A'a +Bb +Cc zw = XAa; 
GD) {Fye Ad +-Bb' Co rec = FA'a; 
Kz = Aa'+-Bb" lern = Ara”; 

Diefe Gleichungen ſchließen, gehörig interpretirt, folgende 
bemerfenswerthe Gefebe ein: 

1) Da nad dem vor. $. die Projectionen der zu ven 
Dreiedn A, B, C --ıc. gehörigen Schwerpunfte mit den 
Schwerpunften der Dreiede A’, B', C’ ..˖xc. zufammenfallen, 
fo ift zuvörberft Har, daß die in der erften Gleichung vor⸗ 
fommenden Probufte A'a, B’b, C’c---ıc. die Kubifinhalte 
der dreifantigen Prismen ausbrüden, welche die Dreiede A, A’; 
B, B'; C, C’--- ıc. zu Endflächen haben. Die Gleichung F'x 
= 2A'a giebt daher den kubiſchen Inhalt des vielfantigen 
Priemas, welches zwifchen den Ebenen F und F' als End 
flähen und den projicirenden Linien als Kanten enthal 
ten ift. 

2) Nächfivem geben die beiden andern Gleichungen ber 
Gruppe (ID zu erfennen, daß der Punkt @', welcher bie 
Projection des Schwerpunftes G vorftellt, nichts Anderes 
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als der. Schwerpunft der Zläche FE’ ifl. Denn .mit Rüdficht 
auf das vorhin Angeführte find a’, a’; b', b"; c', c*--. x. 
die Schwerpunfts- Abflände der in der Ebene YZ liegenden 
Dreiede A’, B/, C',---ıc. von den Achſen OQZ und OY; 
die ©rößen ZA’a’ und ZA“a“ drüden daher die Momenten- 
fummen diefer Dreiede in Bezug auf die genannten Achfen 
aus. Darin liegt alfo der Sag: 

Wird irgend eine ebene Figur auf eine belie— 
bige Ebene projicirt, ſo fällt die Projection ihres 
Schwerpunktes allemal mit dem Schwerpunkte ih— 
rer Projection zuſammen. 

Dieſer Satz gilt in ganz gleicher Weiſe auch für krumm⸗ 
linige Figuren, vorausgeſetzt, daß ſie eben ſind. 

3) Denkt man ſich bei einem beliebigen Prisma, wel⸗ 
ches an beiden Enden ſchief abgeſchnitten iſt, die Schwer⸗ 
punkte der beiden Endflaͤchen durch eine gerade Linie verbun⸗ 
den, fo ift diefelbe mit den Kanten des Prismas parallel, 
und enthält die Schwerpunfte aller fhrägen oder normalen 
Durchſchnitte des Körpers. Denn man fann irgend einen 
normalen Durchfchnitt als die Projection eines jeden fchrä- 
gen, mithin auch als die PBrojectionen der beiden Endflächen 
auf die fchneidende Ebene betrachten, und die projicirenden 
Linien der zugehörigen Schwerpunfte treffen daher ſaͤmmtlich 
den Schwerpunkt des normalen Durchfchnittes. 

Eine gerade Linie, welche die Schwerpunfte ber beiden 
Enpflächen eines beliebigen Prismas verbindet, foll bie 
Schwerpunfts-Achfe diefes Körpers heißen. 

4) Man denfe fich ein beliebiges Prisma, deſſen Schwer- 
punftsachfe die Länge 1 hat, an irgend einer Stelle durch 
eine auf feinen Kanten normale Ebene gefchnitten, fo-wird 
Dadurch jene Länge in die Stüde I‘, 1", das ganze Prisma 
aber in die Körperfiüde K’ und K” getheilt. Bezeichnet 
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mm * den Flächeninhalt des normalen Querſchnittes, fo hat 
man nad) (1) diefes Paragraphen 

K’ = fl und K" = fl". 
Apdirt man dieſe beiden Gleichungen, wobei K'+-K"’ = K 
‚ den Inhalt des ganzen Priemas giebt, fo entſteht: 

K = fl +) = fl. 

D. h. Man findet den Inhalt eines jeden fchief: 
abgefchnittenen Prismas, indem man den auf def- 
fen Kanten normalen Querfhnitt mit der Länge 
feiner Shwerpunftsachfe multipflicirt. 

Derfelbe Sag gilt auch für folche prismatifche Körper, 
deren ebene Endflaͤchen oder Querfchnitte krummlinige Figu⸗ 
sen von beliebiger Geftalt find; alfo auch für alle zur Gat⸗ 
tung der Eylinder gehörigen Körper. 

Anmert. Ein ähnliches Geſetz, wie das zuleht erwähnte, finbet auch 
in Bezug auf die Mantelfllächen prismatifcher und cplinbrifcher Körper 
flatt, wobei nur eine geringe Mopififation einzutreten hat, 

Wird nämlich die Figur FO (Fig 115) auf die Ebene YZ pro- 
jicirt, und man beiradhtet G@’ ald ben Schwerpunft von bem Umfange ber 
Projertion F', fo ift der zugehörige Punkt G nicht immer ber Schwer- 
punkt von bem Umfange ber Figur F. Man erhält aber jebesmal, wie ſich 
leicht darthun läßt, ben Inhalt ver Mantelfläche des zwifchen F und P 
enthaltenen Prismas, indem man ben Umfang ber Figur F’ mit der Länge 
der darauf normalen Linie GG’ multiplieirt. 

Um alſo die Mantelfläche eines, an beiden Enden beliebig abge- 
fchrägten, Priomas oder Eplinders zu beflimmen, denke man fidh diefen 
Körper normal auf feinen Kanten durch eine Ebene gefchnitten und durch 
ben, zum limfange dieſes Duerfchnittes gehörigen, Schwerpunkt parallel 
mit ben Kanten eine gerabe Linie gelegt, welche bis an beide Endflächen 
be3 Körpers verlängert wird. Das Produkt aus diefer Linie in 


den Umfang bes normalen Querſchnittes giebt dann ben 
Inhalt jener Mantelfläche. 


- 8. 171. 


Aufgaben zur Anwendung obiger Geſetze. Man 
denke fich einen an beiden Enden beltebig abgefchrägten Eylinder, - 
welcher den Kreis KMLN (Fig. 116) zum Querfchnitt und 
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die Darauf im Mittelpunkte O normale Linie XX zur Achſe hat. 
Wird diefer Cylinder durch die mit feiner Achfe parallele 
Ebene BB'C'C gefehnitten, fo entfleht der Körper ABCA'B’C“, 
auf welchen bie im vorigen $. beiwiefenen Gefege Anwendung 
finden. — Zur nähen Beftimmung des fraglichen Körpers, 
der den Kreisabſchnitt LMN zum normalen Querſchnitt hat, 
denfe man fidy durch die Achte XX eine Ebene REA'A 
fenfredht auf die Ebene BBCC gelegt, welche die letztere 
in der Geraden DD’, ben Cylindermantel aber in deſſen 
Seitenlinie AA’ fchneidet. Die Längen der einander paral⸗ 
Ielen Linien AA’, BB’, CC’ follen bezüglich mit a, b, e, 
Vie Halbmefir OL = OM = ON aber mit r bezeichnet 
werben, während = dad Bogenmaaß ber Eentriwinfell MOL 
= NOL fein mag. 

1) Stelt P den Schwerpunft bed Kreisabſchnittes LM N 
und GG’ eine durch diefen Punkt mit der Achſe XX’ paral- 
lele Linie vor, fo find bie Punkte @ und @', in welchen fie 
die elliptifchen Endflaͤchen ABC und A’B’C’ trifft, die 
Schwerpunkte der lehtern. Die Länge I der Linie GG’ mul» 
tiplieirt mit dem Inhalt F des Abſchnittes LMN giebt dann 
nac) (4) des vor. S. den Inhalt K des Körpers ABCA'B'C" 

Zur Beflimmung von 1 hat man in dem PBaralleltrapeze 
AA’D’D, wenn einfiwellen DD’ = d.gefeht wird, die bes 
fanüte Gleichung: . 

.JL = aJP + d-PL. 
Nach der Figur ift aber JL= OL-0J=r(l— Cose); 
JP = 0OP—0J = OP-rCosa; und PL = OL—-OP 
= r—OP; alfo entfteht 
Ir(1— Cosa) = a(OP—rCoso) + d(r— OP); 

. (a—-d)-OP-+r(ld— aCose) alosa) 
mithin = r(1— Ca) 

Für die Größe OP hat man zufolge der Gleichung (2) 
in 8.135 die Formel: 
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nah deren Subftitution fi) ber obige Ausdruck alfo ges 
ftaltet: 
_ 2708 — d)Sina® +3f(d — aCos«) 
3f(1 — Cosa) 
Demgemäß ergiebt fich nunmehr der gefuchte Kubikinhalt 
K- 2r?(a — d)Sina® +-3fld— aCose) 
301 — Coseo) 

In diefer Formel bezeichnet £f den Inhalt des Kreisab⸗ 
fchnittes LMN, weldyer durch f = Ar’(2r—Sin?2o) aus 
gevrüdt wird, und d ift die Mittellinie DD’ des Trapezes 
BB’C'C, daher de I6b c). Mit Rüdficht auf diefe 
Werthe verwandelt fih obiger Ausdrud in folgenden: 

5 — —b-e)Sine"+3(bte—2aCosa)(2a Binde) 
DK= 1— Cosa 

2) Ri man den Inhalt Fder runden Seitenfläche des 
in Rebe befindlichen Körpers berechnen, fo ſei Q (Fig. 116) 
der Schwerpunft des Kreisbogens MLN und RR! ftelle die 
durch diefen Punkt mit der Achfe XX’ parallel Iaufende Li⸗ 
nie vor, welche die Endflächen in R und R’ trifft. Zur Ber 
fiimmung ihrer Länge hat man dann die Gleichung 

. RR'-JL = a.JQ +-d.QOL. 
Es it ddr Le r(l—Coo) ; 90-0) = 
O0Q9—-rCosce; QL= OL—-00 = r— 00; ſolglich entſteht, 


da nach 8. 124 (3) —W iſt, 





„Si — 8 
30 _ in« ee, QL=r — 


Mit Ruͤckſicht auf dieſe Werthe liefert die obige Gleichung 
——— 
(I-Cos œ) 
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und indem man dieſen Ausdruck mit der Laͤnge des Kreis: 
bogend MLN = 2r« multiplicirt, ergiebt fich 
K=®%. (a— d)Sin«e -+ «a (d— aCose) 
1— Cosa 
Darin it d= I06 0); alſo entfteht nach erfolgter Sub- 


ftitution: 
‚@a-b-oOSina+a(b+c—2aCosa) 

aD F= 1 — Cosa 

3) Für den beſondern Fall, daß die beiden Seiten BC 
und B'C des Trapezes BB’C’C mit MN zuſammenfallen, 
entſteht der in Fig. 117 dargeſtellte Koͤrper, welcher wegen 
feiner Aehnlichkeit mit einem Pferdehufe ein hufförmiger 
Eylinderabfchnitt genannt wird. Um bie gefundenen Formeln 
auf diefen Körper anzuwenden, braucht man in denfelden nur 
b und c gleich Null zu fegen, woburd man erhält: 
ar 4Sine’—-3Cosa(2r—Sin2«), 


K=7 1— Cosa 3 
am) F 2 ‚Sin« — aCos« 
| ar 1— Cos« 


4) Seht in dem lebten Falle die Schnittlinie MN durch 
den Mittelpunft O des Kreiſes MKNL, fo ift & = an; 
alfo Sin« = 1, Cosa = 0; daher 
(IV) K = 3ar’; E = 2ar. 


Sechstes Kapitel. 


Vom Gleichgewichte fchwerer Körper und von den einfachen 
Mafchinen. 


J. Gleichgewicht fchwerer Körper im Allgemeinen. 


$. 172. 
Es handelt fich in dieſem Abfchnitte zunaͤchſt um die Be⸗ 


dingungen des Gleichgewichts von Körpern, auf welche außer 


der Schwere feine andern Kräfte wirken, und die daher mur 
im Gleichgewichte bleiben Tönnen, wenn fie fi auf fefte 
Punkte oder Flächen füben. Die Widerſtaͤnde dieſer feften 
Unterftügungen Tann man als Kräfte betrachten, die den 
Prefiungen, welche der Körper vermöge feines Gewichts auf 
biefelben ausübt, gleich und gerade entgegengefept find (vergl. 
$. 108.). Denft man fih nun das Gewicht des Körpers 
in feinem Schwerpuntte als eine Iothrechte Kraft vereinigt, 
fo muß diefelbe mit jenen Repulfivfräften im Gleichgewichte 
fein, wofern nämlich Reibungen und’ andere phyfifche Hinder- 
nifie außer Betracht bleiben, und es finden alfo die in ben 
erften vier Kapiteln gefundenen Bedingungsgleichungen bier 
Anwendung. — Dies vordusgefept, fo ergeben fich mit Ruͤckſicht 
auf die früher entwidelten allgemeinen Lehren des Gleichges 
wichts folgende einfache Geſetze. 
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1) Stügt ſich ein fehwerer Körper nur mit einem feiner 
Buntte auf eine fefte Oberfläche, fo findet Gleichgewicht ftatt, 
wenn die Richtung der Schwerkraft des Körpers, d. 5. die 
korhrechte Linie durch feinen Schwerpunkt, burch diefen Stüg« 
punkt geht, und wenn zugleich die demfelben angehörige Be 
rübrungsebene der feiten Oberfläche mwagereht if. Denn 
der Widerſtand der unterflügenden Oberfläche kann als eine 
Kraft gedacht werden, die nach der Richtung der Normale 
im Stüspunfte aufwärts wirft, und wenn man das Gewicht 
des Körpers in feinem Schwerpunfte vereinigt denkt, fo bat 
man zwei Kräfte, die mit einander im Gleichgewichte fein 
müflen. Lepteres kann aber nach 8.13 nur dann ftattfinden, 
wenn beide Kräfte einander gleich und gerade entgegengefebt 
find; folglich muß jene Normale lothrecht ſtehen und zugleich 
durch des Körpers Schwerpunkt geben, was mit andern 
Morten der obige Sat iſt. 

2) Wenn ein fchiverer Körper fich mit zweien feiner 
Punkte auf eine fefte Oberfläche, oder auf zwei verſchiedene 
Dberflächen ftübt, fo erfordert das Gleichgewicht, daß bie 
Kormalen in den Stüsypunften, nach beren Richtungen die 
Dberflähen Widerftand Ieiften, mit dem Schwerpunfte des 
Körpers in einer vertifalen Ebene liegen ($. 22), und ſich 
entweder in der lothrechten Linie durch biefen Punkt ſchnei⸗ 
ben, oder beide mit der genannten Linie parallel find. 

Stüst fi alfo der Körper mit zweien feiner Punkte auf 
eine horizontale Ebene, fo muß für ben Fall des Gleichgewichtes 
der Schwerpunft des Körpers iu der durch die Stügpunfte 
gelegten vertifalen Ebene, und die lothrechte Linie durch den 
Schwerpuntt muß zwifchen den Stüßpunften liegen. 
3) Iſt endlich ein Körper in drei oder mehreren Punkten 
durch fefte Oberflächen unterftügt, fo findet Gleichgewicht flatt, 
fohald die den Preflungen gleichen und entgegengefeßten Repuls 
fiofräfte, welche in den Stüßpunften nach den Richtungen der 
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den Oberflächen angehörigen Normalen als wirkſam zu den⸗ 
fen find, eine vertifal aufwärts gerichtete Mittelfraft liefern, 
welche Durch den Schwerpunkt des Körpers geht. Dies if 
aber der Fall, wenn entweder jene Normalen fi in einem 
Buntte fchneiden, der in der lothrechten Linie durch des Koͤr⸗ 
pers Schwerpunkt liegt, oder, wenn alle Normalen eine 
vertifale Stellung haben, fo daß ſie die Kanten eines verti⸗ 
falen Prismas bilden, innerhalb welchem ber Schwerpunft 
‚enthalten iſt. 

4) Die vorigen Geſehe gelten eben ſo fuͤr eine beliebige 
Anzahl von ſchweren Koͤrpern, die zu einem feſten Syſtem 
mit einander verbunden find. Denn denkt man ſich die 
Summe der Gewichte aller Körper in ihrem gemeinfchaftli« 
chen Schwerpunfte ale eine lothrechte Kraft vereinigt, fo 
fann man das ganze Syftem als einen ſchweren Koͤrper be⸗ 
trachten. 

65) Imgleichen behalten die Geſetze ihre Gultigkeit, wenn 
außer der Schwere auch noch andere Kraͤfte auf das Syſtem 
wirken, wofern dieſe nur mit den Schwerkraͤften ſich zu einer 
Mitielkraft vereinigen laſſen. Es tritt dann bloß die Modi⸗ 
fifation ein, daß die Beziehungen, welche vorhin als Bedin⸗ 
gungen des Gleichgewichtes zwifchen dem Gewichte des Koͤr⸗ 


pers und ben Repulfivfräften angegeben wurden, jest zwifchen _ 


jener Mittelkraft und den zulegt genannten Kräften ftattfinden 
müfien. 
8. 173. 

Anwendung biefer Säße auf befondere Fälle. 

1) Stügt fi eine Halbfugel mit einem Bunft ihrer 
converen Oberfläche auf eine feſte Horizontalebene, fo Tann 
fie nur im Gleichgeiwichte fein, wenn ihre ebene Seltenfläche 
‚eine wagerechte Lage hat. 

2) Daflelbe findet ftatt, wenn bie Halblugel fih auf 
zwei oder drei feſte Ebenen flüst, die unter beliebigen Win- 
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fein. gegen den Horizont geneigt find. Denn bie unterflübens 
den Ebenen berühren die convere Halbfugelfläche, ihre Rer 
pulfiofräfte fchneiden. fih daher im Mittelpunfte derſelben, 
und diefer Bunft muß nad) (3) des vor. $. in der lothrechs 
ten Linie durch des Körpers Schwerpunkt — im Schwer: 
punftslothe — liegen. Die zulegt genannte. Linie fleht 
aber auf der, die Halbkugel begrenzenden, Streisfläche in derem 
Mittelpunfte fenkrecht; alfo muß dieſe Kreisfläche felbft für 
den Zuftand des Gleichgewichtes horizontal liegen. 

Daß dieſes Gefeb feine Änderung erleidet, wenn bie 
unterflügenden Flächen nicht eben, fondern beliebige convere 
Oberflächen find, ergiebt eine geringe Überlegung bald. 

3) Es file ADB, Fig. 118, eine Halbkugel vor, welche 
auf der unter dem Winfel © gegen der Horizont geneigten 
Ebene MN ruht, ohne länge berfelben herabgleiten zu bon⸗ 
nen. Um leßteres zu verhindern, Tann man fich etwa einen 
vollfommen biegfamen Faden AEN, der mit dem einen Ende 
im Punfte A der Haldfugel, mit dem andern Ende aber in 
N auf der ſchiefen Ebene befeftigt iſt, angebracht benfen. 
Die Spannung biefes Fadens ift dann als eine Kraft zu 
betrachten, die nach der Richtung EN wirfend das Abglei⸗ 
ten des Störpers verbindert. 

Dies vorausgefegt, fo ergeben fich dem Vorhergehenden 
gemäß folgende Bedingungen des Gleichgewichts: Der Wider⸗ 
ftand der fchiefen Ebene ift als eine Kraft zu betrachten, Die 
im Stügpunfte E nach. der Richtung ber Normale ECO wirkt, 
und daher durch den Mittelpunkt ver Halbfugel geht, während 
die Spannung des Fadens die auf EC normale Richtung EN 
bat. Der Durchfchnittspunft E dieſer beiden Kräfte muß 
daher auf dem Schwerpunftslothe GQ liegen, und ihre Mit- 
telfraft muß dem Gewichte Q der Halbfugel gleich und ge- 
rabe entgegen gefebt fein. 

Um zunächft die Lage der Halbfugel im Zuftande des 
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Gleichgewichtes zu beſtimmen, ſei ꝙ der Neigungswinkel ver 
Kreisebene AB gegen den Horizont, fo iſt — wie leicht er⸗ 
hellet — auch der Winkel EGD = 9. Eben fo ergiebt fich 
leicht, daß der Winfel CEG dem Neigungswintel « der ſchie⸗ 
fen Ebene gleich if. Daher hat man im Dreied CEG die 
Proportion: 

CG:CE Sinc: Sin ꝙ; 


woraus ſich Sinp = eG Sin« 


ergiebt. Nach 8. 159, 2 ift aber CG = $ CE; daher 
Siny = $ Sine. 

Will man die Lage der Halbfugel durch Eonfruction 
beftimmen, fo fann dies leicht auf folgende Art gefchehen: 
Man ziehe aus dem Bunfte E eine Linie EF vertifal, und 
eine zweite Linie EC normal auf MN, mache lebtere dem 
Halbmeſſer der Kugel gleich, und befchreibe aus C mit C& 
gleich 5 dieſes Halbmeffers einen Kreisbogen. Letzterer bes 
fimmt dann auf ber Bertifaln EF den Schwerpunft G der 
Halbfugel, und wenn man burch benfelben den Halbmeffer 
CD zieht, fo muß AB darauf normal fein. 

Was nun die nah EC und EN wirkenden Repulfiv- 
fräfte betrifft, fo findet man deren Intenſitaͤten (durch Zerle- 
gung bes Gewichts O) bezüglich gleich Q-Cosa und Q-Sine. 

4) Ein yparabolifches Conoid CAD (Fig. 119) ruht 
auf einer horizontalen Ebene MN, die es mit dem Punfte 
5 feiner converen Oberfläche berührt. Man foll die Gleich⸗ 
gewichtslage diefes Körpers beftlmmen. 

Iſt AB die Achſe, G der auf ihr befinbliche Schwer: 
punft, fo muß die Linie GE, welche diefen Punft mit dem 
Stüßpunfte E verbindet, lothrecht, alfo auf MN normal fein. 
Um nun den Winfel BMN zu beftimmen, unter welchem bie 
Achſe AB im Zuftande des Gleichgeivichtes gegen die Hori⸗ 
zontale MN geneigt ift, ziehe man EN jenfrecht auf AB, 
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und betrachte AF = x, FE = y als die Coordinaten des 
Punktes E. Run ift in dem rechtwinft. Dreied MEF 
sy um 37 
weil befanntlich die Subtangente MF gleich ber doppelten 
Abſcifſe (= 2x) if. Eben fo hat man in dem rechtmwinf- 
hen Dreied EFG den Winkel bei E gleich 2; daher 
ip = FE _ AB-ArF, 
FE FE 
Set man die Achfe AB = p, und berüdfichtigt man, daß 
nad) 9. 162 (4) AG = dp iR, fo Hat man 





ip = 3 Ip=. 
Diefen Ausdrud mit dem vorigen verglichen liefert 
7 _I3P-x, 
x 0 y’ 
alfo y? = 2x6p - X). 
Nach der Gleichung der Parabel hat man aber auch 
y ax; 
daher ergiebt lb 2xGp-x) = ax, 
woraus folgt: x 3p-38- 
. Runmehr if ya Vaap-ie 
| und tg = non Erg) 


eine Formel, nis die fragliche Neigung der Achſe des Pa- 
rabeloids für Die Gleichgewichtslage beſtimmt. Sie zeigt: da⸗ 
bei, daß die Aufgabe nur fo lange möglich bleibt, als zp > 4a 
oder p ja iſt; daß es alfo nur unter biefer Bedingung 
eine fchiefe Gleichgewichtslage für den Körper giebt. 
6. 174. 

Allgemeine Eigenfchaft eines im Gleichgewicht 
befindliden Syftems fchwerer Körper. Man denfe 
fid) eine Anzahl von Körpern zu einem feſten Syſtem ver- 
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bunden, und ſetze voraus, daſſelbe =. "ohne Mitwirkung 
anderer Kräfte dadurch im Gleichgewicht erhalten, daß es fich 
auf eine oder mehrere fefte Flächen flük* Alle Widerſtaͤnde 
werber. außer Acht gelafien, fo daß alfo im Fall einer Stö- 
rung es Gleichgewichtes eine freie. Bewequng laͤngs den 
unterſtützenden Flaͤchen möglich iſt. 

Es ſeien A, B, C,...⁊. 20. die Gewichte der mit ein⸗ 
ander verbundenen Körper, a, b, c, x. die Abflände ihrer 
Schwerpunkte im Zuftande des Gleichgewichts von einer feften 
horizontalen Ebene, und z ſei der Abftand ihres gemeinfamen 
Schwerpunftes von berfelben Ebene Nach den im vorber- 
gehenden Kapitel vorgetragenen Lehren findet zwiſchen dieſen 
Groͤßen folgende Gleichung ſtatt: 

Aa+-Bb-+rCc-+... MAa 
—ATATOT. IA’ 
Denkt man ſich das Syſtem durch eine willkuͤhrliche Bewe⸗ 
gung längs den unterſtuͤtzenden Oberflächen etwas aus feiner 
Gleichgewichtölage gebracht, und bezeichnet mit @, A, 5, .. 
ge. ıc. bie theils pofitiven, theils negativen Größen, um welche 
fih die oben genannten Schwerpunfts-Abftände durch dieſe 
Beweg ng geändert haben, während & die entfprechende An⸗ 
derung bes Abftandes ihres gemeinfchaftlichen Schwerpunktes 
vorftell:, fo bat man: 
ZAla-re) ZAa_ IA 





a+H5= 77 "gr trZ—ir' » 

Mit Rüdficht auf die obige Gleichung ergiebt ſich hiernach 
[74 
FA’ 


ein Ausdrud für diejenige Größe, um welche der Schwere 
punft des ganzen Syſtems fich bei der willführlich angenom- 
menen Bewegung jenfrecht erhoben oder gefenkt hat, fenach- 
dem & pofltiv ober negativ ausfällt. 

Wofern man nun die in Rede befindliche Beivegung bed 
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Syſtems auf unesem;t kleine Ortöveränberungen ber zuge 
börigen Körper befchränft, Tann man bie Größen &, P, y 

. ⁊c. 26. als die virtuellen Gefchwindigfeiten der lothrechten 
Kräfte A, B, C, ... 20. ıc. betrachten, und wegen des vor⸗ 
ausgeſetzten Glaichaemichtes bat man nach den im bierten 
Kapitel entwideren Lehren bie entfprechende Bedingungs⸗ 
gleiyung: 

ZAr = 0. 

Demnach ift auch & = 0; der Schwerpunfts- Abftand z muß 
daher für den Zuſtand des Gleichgewichtes entweder ein 
Marimum oder ein Minimum fein, und es folgt aljo das 
allgemeine Gefeb: 

Bei jedem feften Syftem von Körpern, welches 
ohne Mitwirfung äußerer Kräfte durch unterflügende 
Dberflähen im Gleichgewicht erhalten wird, nimmt 
der Schwerpunft deffelben jedesmal die Höchfte oder 
niedrigfte Stelle ein. 

Beiſpiele zu dieſem Gefebe bieten bie im vor. $ behandelten Aufgaben 
dar, bei welchen ſich leicht zeigen läßt, daß in ven verfchlebenen Gleichge⸗ 
wichtölagen ber betrachteten Körper ber Schwerpunft ver leptern jedesmal 


am. seiten liegt. Mn 


$. 175. 

Zufäße. 1) verdient hier bemerkt zu werben, daß MN obige 
Sag in gleicher Weife auch für ein loſes Syflem von Körpern 
ötit. Denn man denke fi) Die Körper A, B,C,... ꝛc. etwa 
durch vollkommen biegfame Fäden mit einander verbunden, und 
das Gleichgewicht des fo gebildeten Syftems dadurch Yervor- 
gebracht, daß die einzelnen Körper defielben fich auf beliebige 
Flächen ftüben, längs welchen fie fich, der Einwirkung ihres 
eigenen Gewichtes folgend, frei beivegen fünnen. Wird nun 
das Syſtem unendlich wenig aus feiner Gleichgewichtslage 
gebracht, indem man bie verfchiedenen Körper befelben vers 
anlaßt, ſich laͤngs den fie unterflübenden Flächen fo zu bewe⸗ 

1. 21 
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gen, wie es die Befchaffenheit der zwiſchen ihnen ſtatthabenden 
Berbindungen .geftattet, fo finden bie vorigen Schlüffe, wie 
leicht erhellet, eine ganz gleiche Anwendung. 

2) Iſt die angebrachte Unterftügung des im vor. $. be⸗ 
trachteten Syftems, wodurch daſſelbe im Gleichgewicht erhalten 
wird, von der Art, daß dieſes Gleichgewicht bei jeder Berän- 
derung der Lage der Körper immer fortbefteht, fo brauchen 
die Größen a, P, 7 ... 2%. X., um welche fi die Schwer 
punfte der einzelnen Körper vertifal gehoben oder gejenft ha⸗ 
ben, nicht als unendlich Hein vorausgefegt zu werben. Die 
Gleichung ZA = 0 findet aber als Bedingung des fort« 
während beftehenden Gleichgewichtes dennoch flatt, wie eine 
geringe Überlegung bald ergiebt, und unter diefen Umſtaͤnden 
behält alfo der Schwerpunkt des ganzen Syſtems in jeder 
Lage immer denſelben Abftand von der feften Horizontalebene 
bei. Er fann demnach bei der willführlich hervorgebrachten 
Bewegung der Körper längs den fie flügenden Flächen nur 
in horizontaler Richtung fortrüden. 

So kann 3.2. eine homogene Kugel, die auf einer bori- 
zontalen Ebene liegt, als ein feſtes Syſtem betrachtet werben, 
welches in jeber Lage auf der Ebene im Bleichgewichte ifl 
(8.172, D. Beim Fortrollen der Kugel behält daher ihr 
Schwerpunft ſtets denfelben Abſtand von der fie unterſtützen⸗ 
ben Ebene bei, und bewegt fich folglich in einer mit letzterer 
parallelen Richtung. — Dafjelbe gilt von normalen Kegeln 
und von geraden Cylindern, wenn biefe Körper mit ihren 
Mantelflächen auf einer horizontalen Ebene liegen. 

3) Diefer letzte Say findet ebenfalls auf fefte und loſe 
Spfteme gleiche Unmwendung, wie bies durch folgende Bei⸗ 
ſpiele naͤher erlaͤutert werden wird: 


8. 176. 
Aufgaben zur Anwendung. Der in 8. 174 be⸗ 
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wieſene Satz Tann in manchen Fällen mit Ruben angeiven- 
‚ det werben, um bie Gleichgewichtölage eines Syſtems von 
Körpern zu beftimmen, was durch folgende Aufgaben näher 
erläutert werden fol: 

1) Zwei Körper von den Gewichten P und Q find auf 
dem feften Bogen eines vertifal ſtehenden Halbfreifee MABN 
(Sig. 120) fo angebracht, daß fie fich zwar längs deſſelben 
frei bewegen aber nicht von ihm entfernen können. Die bei- 
den Körper find durch einen feflen, undehnbaren Faden AB, 
defien Länge a Kleiner als der Durchmefler MN ift, mit ein- 
ander verbunden; man fol ihre Gleichgewichtölage beftimmen. 

Man ziehe die Halbmeffer OA, OB, deren Länge = r 
fein mag, und bezeichne den durch die Länge AB = a geger 
benen Mittelpunftswinfel AOB mit c. Die fragliche Gleich- 
gewichtslage der beiden Körper ift nun bekannt, fobald man 
den Winfel MAO = kennt, den der eine Halbmefler OA 
mit dem horizontalen Durchmefier MN bildet, und dieſer foll 
daher gefucht werden. — Zu dem Ende fälle man die Per⸗ 
penbifel AC, BD aus den Schwerpunften der Körper auf 
die Horizontale MN, deren Rängen bezüglich durch rSinp 
und rSin(@ +-%) ausgedrüdt werden. Rach bekannten Leh- 
ren ift aber der Abftand des ihnen gemeinfamen Schwerpunk⸗ 
tes von MN gleich 

P-AC+Q-BD_ RB -Snp+0Q- Sin (æ 9) 
P+-0O P-+-0Q 
und biefer Ausdruck muß nad 8. 174 ein Marimım ober 
Minimum fein. 

Der Winfel ꝙ muß alfo der genannten Bedingung ges 
mäß beflimmt werben, und da berfelbe nur im Zähler vor⸗ 
tömmt, fo wird die fragliche Bedingung erfüllt, wenn 
PSinp+QSin(a+9) = (P+0QCose):-Sinp+Q Sina-Cosp 
zu einem Mar. oder Min. gemacht wird. 

Nach Nr. 28 des Anhanges erhält man nun bie zur 

21 * 
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Beſtimmung von erforderliche Gleichung, indem man die 
Ahleitung des obigen Ausbrudes gleich Null ſetzt; alfo 
(P-+0OCose) · ASing + QSina-ACosy = 0 
oder, da ASinpg = Cosp und ACosp = — Sing iſt, 
(P-+0Cosa) Cosp — QSine : Sinp = 0. 
Diefe Gleichung liefert nun die Formel 
P-+0Cosa 
Tangyp = —QSna ' 
wodurch der gefuchte Winfel beftimmt iſt. 

Ob nun für diefen Winkel ein Marimum oder ein. Mis 
nimum ftatt findet, d. I. ob der gemeinfchaftliche Schwer- 
punft der beiden Körper im Zuftande des Gleichgewichtes 
am höchften oder am tiefften liegt, ift eine Frage, welche bie 
zweite Ableitung bes obigen Ausbrudes beantwortet, Die 
erfte Ableitung deſſelben war = (P -+Q Cosa) Cosp — 
QSineSinY, und wenn man hiervon abermals die Ablei- 
tung bildet, fo entfteht 

— (P-+0Coso)Sing — QSinaCosy; 
ein Ausbrud, der durchaus negativ iſt, und nach Einfegung 
des gefundenen Werthed von p offenbar auch negativ bleibt. 

Bei der in Fig. 120 angenommenen Gleichgewichtsfage 
AB liegt daher der Schwerpunft des Syftemd am höchften, 
weil ein negativer Werth der zweiten Ableitung irgend einer 
Function allemal ein Marimum für dieſelbe zur Folge Hat. 
Er würde aber am tiefften liegen, wenn das Syſtem ſich 
in der Lage A’B’ auf dem untern Halbfreife MB’A'N im 
GSleichgewichte befände, für welchen Fall man fich die Bers 
bindungslinie B'A' als einen feften, wenngleich gewichtslofen, 
Stab zu denken Hätte, 

2) Befindet fi ein Syſtem von beliebig vielen Körpern 
A,B,C,D, ı. auf dem Bogen eines vertifalen Halbkreiſes 
MBDN (dig. 121) im Gleichgewichte, fo läßt fich bie Lage 
biefes Syſtems in ganz gleicher Weife beſtimmen. 
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Es feien nämlih Q,0',Q", ---ıc. die Gewichte der Kör- 
per, x, x, x“, ꝛc. die Abftände ihrer Schwerpunfte von dem 
horizontalen Durchmefler des Halbfreifes, deſſen Radius wier 
der = r fein mag, fo hat man für den Abfland ihres ge⸗ 
meinfcaftlihen Schwerpunftes die befannte Formel 

2a 0x +0Q'x-+0Q"x" +. _ ZQx 
Q+0 +0" 20° 

Damit diefer Abftand, dem Satze 8. 174 gemäß, ein 
Mar. oder Min. fei, muß eins von beiden für den Zähler 
ftatt finden. Aus der Figur ergiebt fich aber nach ber darin 
angegebenen Bezeichnung: x = rSiny; x’ = rSin(p-+e); 
x’ = 1Sin(p ); x" = rSin(pra+frY); 
u. f. w.; und nad Einfeßung diefer Werthe hat man daher 
20x = ı[QSingp + Q’Sin(p +a) + Q"Sin(p+a-+P) 

+0" Sn(p Ha + P+ry)+r] 
Um mın denjenigen Werth von p zu beflimmen, der die ein⸗ 
geflammerte Größe, und fomit den ganzen Ausdrud, zu einem 
Mar. over Min. macht, kann man jene Größe vorher auf 
nachftehende Form bringen: | 
[IO-+0'Cosa +Q"Cos(a+P) +0" Cos(a+ß+y) + ]Sinp 
+[0'Sine +0" Sin(@+ß) +0" Sinta+ß+y) +) Cosp. 
Behandelt man diefen Ausprud auf die bei der vorigen Aufe 
gabe angegebene Weife, fo findet man zuleßt: 
Tæo Q + Q’Cosa + Q"Cos(e +) +Q"Cosla+f+y)+- 
8y Q’Sin« +Q"Sin(«@ + P) + Q""Sin(a+ß+y)+ 

Auch bier findet die bei der vorigen Aufgabe gemachte 
Bemerkung ftatt, daß nämlich der Schwerpunft des Syſtems 
für die durch vorftehende Formel beftimmte Lage die höchfte 
oder niedrigfte Stelle einnimmt, je nachdem fich das Syftem 
auf der converen Seite des oberen, oder auf ber concaven 
Seite des untern Halbkreiſes im Gleichgewichte befindet. In 
Sig. 121 ift der erſte Ball durch ABCD ---ıc., der andere 
durh A’B’C’D' .--ıc. dargeftellt, wobei man fich die Ber: 
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bindungslinien zwifchen den einzelnen Körpern wieder als feft 
und unbiegfam denken muß. 

3) Zwei Körper P, O, die durch einen feften und un⸗ 
dehnbaren Faden von gegebener Länge a mit einander ver- 


bunden find, befinden fich auf den unter den Winfeln « und . 


ß gegen den Horizont geneigten Ebenen MO, NO (Fig. 122) 
im Gleichgewicht. Es foll die Lage AB diefer Körper be- 
ftimmt werden. 

Man fälle aus den Schwerpunften A, B der gegebenen 
Körper die Perpendikel AA’ = x, BB’ = y auf die Ho 
rigontale MN, und bezeichne den Abftand GG’ des gemein 
ſchaftlichen Schwerpunftes mit z, fo hat man bekanntlich 

_ Px+r0y 
P+rQ 
Ferner ziehe man aus A und B die Linien AM’ und BN’ 
parallel mit den geneigten Ebenen, jede bis an die Berlän« 
gerung der MN, und aus A die horizontale Linie AC, 
welche BB’ in C ſchneidet. Bezeichnet man nun die Ränge 
von M’N’ mit b, den Winfel BAC, welcher bie Gleichge⸗ 
wichtslage des Syſtems AB beſtimmt, mit ꝙ, fo ergeben 
ſich aus der Figur leicht folgende Vergleichungen: 
| y-x = aSin9; 
yCotgß +xCoge = b—aCosp. 
Entwidelt man aus diefen Gleichungen x und y, fo findet man 
_ b- alCotgfSinp + Cosy), 
u Cotge + Cotgß I 
_ b+a(CotgeSinp—Cosy) 
- Cotgœ + Cotgf " 
Diefe Werthe in den Ausdruck von z eingefebt, ftelfen ben» 
felben als Function von ꝙ folgendermaßen dar: 
_ bSine Sinf aSin«Sinß 
— Sna+M)" (PHOSn@+P) 
[(Q Cotga — P Cotg P)Sinp — (P + O) Cosg]. 


-— 1 Gleichgewicht fchwerer Körper im Allgemeinen. 327 


Für die Bedingung des Gleichgewichtes muß nun der Win- 
fel ꝙ fo beflimmt werben, daß ber Abftand z ein Mar. oder 
Min. wird. Bildet man alfo die Ableitung des obigen Aus⸗ 
Druckes nach ꝙ und fest diefelbe gleich Null, fo entfteht: 

(0 Cotgœ — PCotgP)Cosp + (P+-Q)Sinp = 0; 
und diefe Gleichung liefert nunmehr die Formel 
PCotgP—OCotga P-Tga—Q- Tg 

-PrQ - EP+O-TgaTgß' 
Die zweite Ableitung der von ꝙ abhängigen Klammergröße 
in dem Ausdrude von = ift gleich 

(P Cotgf — OCotga)Sinp + (P-+Q)CosY, 
und wenn darin der für Tangp gefundene Werth eingefept 
wird, fo entfteht nach gehöriger Reduction 
VE +0) + (PCotgf — Q Cotgo)?. 

Da diefer Ausprud für die in Big. 122 dargeſtellte Gleich⸗ 
gewichtölage nur pofltiv genommen werben Fann, fo entfpricht 
der gefundene Werth von Tgop einem Minimum von z, und 
der Schwerpunft des Syftemd AB liegt alfo am tiefften. 
Er muß folglich für die Gleichgewichtslage, welche in Sig. 
123 dargeſtellt ift, die höchfte Stelle einnehmen. 

4) Um auch die Anwendung des unter Nr. 2 in 6.175 
aufgeftelten Satzes zu zeigen, wollen wir die letzte Aufgabe 
dabin abändern, daß die Verbindung der auf den geneigten 
Flächen MO und NO (SFig. 122) im Gleichgewicht befind- 
lichen Körper, anftatt daß diefelbe vorhin Durch den gerabe 
gefpannten Faden AB direct geichah, nunmehr durch den Fa⸗ 
den AOB gefchieht, indem ber letztere bei O über eine frei 
bewegliche Rolle läuft, und mit feinen beiden Enden von 
den daran befefligten Körpern den ſchiefen Ebenen parallel 
gefpannt wird. 

Unter diefer Borausfegung findet das Gleichgewicht zwi⸗ 
fhen den Körpern fortwährend ftatt, wie auch die Lage der⸗ 

felben auf den geneigten Flaͤchen geändert werben möge, und 


Tangp = 
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der gemeinſchaftliche Schwerpunkt bleibt alſo ſtets in den⸗ 
ſelben Horizontalen. Sind demnach x und y die Schwer⸗ 
punktsabſtaͤnde der beiden Koͤrper fuͤr irgend eine Lage A, 
B, und denkt man ſich eine Bewegung veranlaßt, etwa ſo, 
daß der Körper A auf der Ebene MO um den Weg s auf« 
wärtd fteigt, fo muß offenbar der Körper B auf der an- 
dern Ebene ON denſelben Weg abwärts zurüdlegen. Die 
Schwerpunftsabftände von MO Haben ſich dann bezüglich 
um s-Sine und s-Sinf geändert, da fie nad jener Be- 
wegung gleih x + sSine und y— sSin? geworden find. 
Man hat daher die Gleichung 
Px+Oy P(x+ sSine)+0(y—sSinß) 


P-+Q P-+-O 
woraus fich 0 = P-Sine—Q-Sinf, 
oder P:Q = Sinf:Siıneae = MO:NO 


ergiebt. Die Bebingung des Gleichgewichts befteht alfo dar⸗ 
in, daß die Gewichte der Körper fich wie Die Laͤn— 
gen der geneigten Ebenen verhalten, was man aud 
auf andere Weife, etwa durch Hülfe bes Eartefifchen Grund⸗ 
fages, hätte finden Fönnen. 

5) Ein anderes hieher gehöriges Beifpiel für ein loſes Syftem 
von Körpern bietet die in 8. 111 behandelte Aufgabe dar; 
nur daß dort ſtatt der unterftügenden Oberflächen fefte Curven 
vorausgefept wurden, was aber der Gültigkeit des in Rebe 
befindlichen Satzes Feinen Abbruch thut. Mit Hülfe deſſelben 
läßt fich die zur Zöfung jener Aufgabe erforderliche Grund« 
gleihung (2) in 8. 111. Teicht herleiten, was indeß dem 
Lefer zu feiner eigenen Übung überlaffen bleiben möge. 


II. Stabilität fchiverer Körper. 
$. 177. 


Die vorhergehenden Unterfuchungen haben ergeben, daß 
ber Schwerpunft irgend eines Köpers, ober eines beliebigen 
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Syſtems von Körpern, welches unter der alleinigen Einwir⸗ 
fung der Schwere auf feften Unterflühungen im Gleichge⸗ 
wicht ift, entweder bie tiefite oder hoͤchſte Stelle einnimmt. 
Henn alfo das Syſtem durch eine Außere Urfache noch fo 
wenig aus feiner Gleichgewichtslage gebracht wird, fo muß 
fich der zugehörige Schwerpunft im erften Falle erheben, im 
andern Falle aber fenfen, und da biemit in beiden Faͤllen 
eine Störung des ©leichgewichtes verbunden if, fo erfolgt 
nothwendiger Weife eine entfprechende Bewegung, fobald das 
Syſtem wieder fich felbft überlafien wird. — 

Bei der vorausgefehten Abwefenheit aller äußeren Kräfte 
fann aber nur das eigne Gewicht des Syſtems als bie 
Urfache jener Bervegung betrachtet werben, die daher nicht 
anders, als im Sinne der Schwerfraft, d. h. nur fo erfol« 
gen Tann, daß dadurch der Angriffspunkt diefer Kraft eine 
tiefere Lage erhält, als ihm bei der willführlichen Störung 
des Gleichgewichtes zu Theil wurde. War alfo hiedurch 
der Schwerpunft aus feiner tiefften Lage um Etwas erhoben 
worben, jo wird er nachher wieder in feine erft? Lage zurüd- 
gebracht, und es tritt dann Ruhe ein. Hatte er fich Dagegen 
aus feiner höchften Lage um noch fo wenig gefenft, fo wird 
er durch das eigene Gewicht des Syſtems noch tiefer herab⸗ 
gedrüdt, und diefe Bewegung wird — wenn fonft fein Hin« 
derniß entgegen fteht — fo lange dauern, bis das Syſtem 
in einer andern ©leichgewichtsiage zur Ruhe koͤmmt. 

Man nennt dies dad Umfchlagen des Syſtems, wozu 
die beiden erften Aufgaben des vor. $. als Beifpiele zur Erlaͤu⸗ 
terung dienen fönnen. Namentlich ift in Big. 120 das Syftem 
AB auf der converen Seite des obern Halbfreifes fo im Gleich⸗ 
gewicht, daß fein Schwerpunft am höchften liegt. Die ge- 
ringfte Erfchütterung veranlagt aber ein fofortiges Umfchlagen. 
biefes Syftems, indem e8 in die entgegengefebte Lage A’B' 
auf der concaven Seite des untern Halbfreifes übergeht und 
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dafelbR nach einigen Schwankungen zur Ruhe kömmt. — 
Wird das Syſtem aus dieſer Gleichgewichtslage, bei welcher 
der Schwerpunft am tiefften liegt, nach der einen oder an⸗ 
dern Seite hin entfernt, fo kehrt es jedesmal wieder darin 
zurüd, fobald es fich felbft überlafien if. 

6. 178. 

Stabiles und labiles Gleichgewicht. Aus dem 
fo eben Dargelegten geht eine bemerfenswerthe Verſchiedenheit 
hervor, hinfichtlich der Befchaffenheit des Gleichgewichtes, 
defien ein Syſtem in verfchievenen Lagen gegen feine Unter- 
flüßungen, nach Maßgabe der Verbindungen zwifchen ben 
einzelnen Körpern deſſelben, fähig if. 

Das Gleichgewicht ift nämlich entweder nachhaltiger 
Art (dauernd), wenn nach einer geringen Etörung befielben 
das Spftem ein Beftreben kund giebt, in feine erfte Lage 
zurüdgufehren; ober es ift nur augenblidlich vorhanden, wenn 
gegentheild das Syſtem ſich von feiner erften Gleichgewichts⸗ 
lage, fei es auch noch fo wenig daraus entfernt worden, 
immer weiter zu entfernen, d. 5. umzufchlagen firebt. Den 
erften Zuftand nennt man bas flabile, den zweiten das 
Iabile Gleichgewicht, und das Borhandenfein beider Zu⸗ 
fände ift, wie aus den obigen Betrachtungen erhellet, an 
die Bedingung eines Marimums oder Minimums in Abficht 
auf die Lage des Schwerpunktes geknüpft. 

Hiemit find zugleih die Mittel angedeutet, um fich in 
jedem bejondern Falle von der Befchaffenheit des Gleichge⸗ 
wichtes Kenntniß zu verfchaffen, wozu die in $. 176 vorge 
tragenen drei erften Aufgaben paffende Beifpiele darbieten. 

Man kann noch einen dritten Zuſtand unterfcheiden, 
darin beftehend, daß das Syſtem, wenn es aus feiner Gleich⸗ 
gewichtölage gebracht und dann fich felbft überlaflen wird, 
weder ein Beftreben zeigt, in die erfte Lage zurüdzufehren, 
noch fich weiter von derſelben zu entfernen. Wegen biefes 
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indifferenten Verhaltens Tönnte man den fraglichen Zuftanb 
füglih ein neutrales Gleichgewicht nennen. Es findet 
übrigens in dem befondern Falle flatt, wenn mit einer Än⸗ 
derung der Lage des Syſtems Feine Störung feines Gleichge⸗ 
wichtes verbunden tft, und in biefem Falle rüdt der Schwere 
punft deſſelben (nad) 8. 175, Zuf. 2), ohne fich zu erheben 
oder zu fenfen, in horizontaler Richtung fort. — Die beiden 
legten Aufgaben in $. 176 können als Beifpiele eines neu- 
tralen Gleichgewichtözuftandes dienen. 

Ein Beifpiel zur Erläuterung aller drei Zuftänbe bietet 
noch der normale Segel dar. Unterflübt: von einer feften 
Horizontalebene iſt berfelbe im ftabilen oder Iabilen Gleiche 
gewichte, je nachdem er in vertifaler Stellung feiner Achfe 
mit feiner vollen Grundfläche oder mit der Spige auf die - 
Ebene geftellt ift; wogegen für dieſen Körper ein neutrales 
Gleichgewicht ftattfindet, wenn er die unterflügende Ebene mit 
einer Seitenlinie feiner Mantelfläche berührt. 

$. 179. 

Begriff der Stabilität. Befindet fi ein Körper 
auf feften Unterftügungen im ftabilen Gleichgewichte, jo daß 
alfo fein Schwerpunft die tieffte Stelle einnimmt, dann kann 
feine Lage nicht ohne Erhebung des letztern geändert werben, 
wozu aber allemal eine gewifie äußere Kraft nöthig if. 
Denn da.man fih das Gewicht des Körpers im Schwer 
punkte defielben als eine lothrecht abwärts wirkende Kraft 
vereinigt denfen kann, fo erwächlt daraus ein Widerftand 
gegen jene Erhebung, d. 5. ein Streben zur unveränderten 
Beibehaltung der urfprünglichen Gleichgewichtslage. 

Der Widerftand, den ein Körper der Anderung feiner 
Gleichgewichtslage entgegenfeßt, oder Die Größe feines Stre- 
bens, in diefe Lage zurüdzufehren, wenn eine wirkliche An 
derung derfelben flattgefunden hat, fol — ganz allgemein 
genommen — bie Stabilität des Körpers genannt werden; 
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obwohl man unter dieſer Benennung häufig auch bie zur 
Änderung der Bleichgewichtölage erforderliche Kraft zu be- 
greifen pflegt”). | 

Um die Stabilität eines im Gleichgewicht befindlichen 
Körpers durch Formeln auszubrüden, fommen in jedem be= 
fonden Fall die Hälfsmittel zur Anwendung, welde die im 
den erften vier Kapiteln entwidelten Geſetze darbieten. Soll 
3. B. die Bleichgewichtslage eines unterftüßten Körpers durch 
drebende Bewegung geändert werben, ein all, der in ber 
Praris Häufig vorfömmt, fo ift der Widerftand, Den der Koͤr⸗ 
per einer folchen Bewegung entgegenfebt, durch das ftatifche 
Moment feines Gewichtes in Bezug auf bie Drehachfe aus⸗ 
zubrüden, und der Ausdruck der Stabilität iſt daher das 
Produkt aus dem Gewicht in den Fürzften Abſtand des 
Schwerpunftslothes von der genannten Achfe. 


Zuſatz. Die Stabilität eines Körpers, der fi) im Zu⸗ 


flande des labilen Gleichgewichts” befindet, iſt in Bezug auf 
bie eines Körpers im ftabilen Gleichgewichte als negativ 
aufzufaflen. Denn wenn der Körper etwas aus feiner Gleich“ 


gewwichtölage gebracht wird, fo zeigt er im letzten Falle das 


Streben, in biefelbe zurüdzufehren; im erften Falle Dagegen 
das Streben, fich noch weiter von ihr zu entfernen, und 
beide Beftrebungen find daher entgegengefebten Sinnes. 

Für den neutralen Gleichgewichtszuſtand iſt die Stabi⸗ 
litaͤt gleich Null, weil bier weder ein Streben in dem einen, 
noch in dem entgegengefeßtem Sinne ftattfindet. 

$. 180. 

Stabilität fchwerer Körper auf wagerechten 

Ebenen. Nach dem Vorhergehenden ift das Gleichgewicht 





*) Man vergl. Eptelwein, Hanbbud der Statik feſter Körper, 
Band I. $. 160; Grunert, Statif feſter Körper, $. 215 ıc.5 wo über- 
* haupt die Lehre von ber Stabilität auf eine von ber hier gegebenen Dar- 
ftellung ganz abweichende Weiſe vorgetragen wird. 
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eines Körpers, der fich auf mehrere fefte Flächen ftügt, flabir 
ler oder labiler Art, jenachdem eine geringe Anderung feiner 
Gleichgewichtslage eine Erhebung oder Senkung des Schwer- 
punftes zur Folge hat. Dies fol hier als ein einfaches 
Kennzeichen feftgehalten werden, um Danach die Befchaffen- 
heit. des Gleichgewichtes für den befondern Sal zu beurthei⸗ 
fen, wo der Körper durch eine feſte Horigontalebene, die er 
mit mehreren Punkten feiner Oberfläche berührt, unterftüßt 
iſt. — Wir fegen voraus, daß diefe Berührungspunfte nicht 
in einer geraden Linie liegen, fo fann man fie entweder alle, 
oder nur eine gewiffe Anzahl von ihnen, durch gerade Linien 
fo verbunden denken, daß eine geichloffene Figur mit lauter 
hohlen Winfeln entſteht. Diefe Figur fol hier die-Grund« 
fläche des Körpers genannt werden. 

Beruͤhrt der Körper die ihn unterſtuͤtzende Horizontal- 
ebene mit einer ebenen Seitenfläche, welche nur auswärts 
gehende Winkel hat, dann ift diefe ſelbſt als feine Grund« 
fläche zu betrachten. Hat fie Dagegen auch einwärts gehende 
Winkel, fo muß man biefelben durch gerablinige Verbindung 
der beiden, einem folchen Winkel zunächft liegenden, aͤußern 
Eckpunkte abgefchnitten denfen, um die Grundfläche des Kör- 
pers zu bien. 

Dies vorausgefebt, und angenommen zugleich, der Koͤr⸗ 
per fönne auf der feiten Horizontalebene nicht verfchoben, 
fondern nur dadurch aus feiner Lage gebracht werden, daß 
er. fih um eine der Seitenlinien feiner Grundfläche wie um 
eine fefte. Achfe dreht, fo läßt fi) das Vorhandenſein des 
Gleichgewichts und die Befchaffenheit deſſelben folgenderge- 
flalt auf die Lage des Schwerpunftslothed gegen den Um⸗ 
fang der Grundflaͤche zurüdführen: 

1) Kann fein Gleichgewicht flatt finden, fobald die loth⸗ 
rechte Linie durch den Schwerpunkt des Körpers die Grund- 
fläche des Iegiern außerhalb ihrer Umgrenzung fchneibet. 
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Denn in biefem Falle vereinigen ſich die Repulfiokräfte, welche 
die Widerftände der feften Ebene gegen bie Stübpunfte des 
Körpers erfegen, zu einer vertifalen Mittelfraft, welche durch 
die dem Schwerpunftslothe zunächflliegende Seitenlinie Der 
Grundfläche geht; und wenn ebenfo das eigene Gewicht des 
Körpers in feinem Schwerpunfte vereinigt gebacht wird, fo 
bildet dieſes mit jener Mittelfraft ein Sträftepaar, welches 
nad) $. 63 ftets ein Beftreben zur Drehung Außer. In 
Folge defien muß alfo, fofern der Körper der alleinigen Ein« 
wirkung feiner Schwere überlafien ift, ein Umfchlagen beffels 
ben erfolgen. | 

2) Schneidet das Schwerpunftsloth bie Grundfläche des 
Koͤrpers in ihrem Umfange, oder in einer ihrer Seitenlinien, 
fo läßt fich in derfelden Weife, wie im erften Falle, ein Kräfte 
paar bilden, defien Intervall aber gleih Null iſt. Es findet 
alfo Gleichgewicht ftatt, aber von labiler Befchaffenheit; denn 
es Tann durch jede noch fo geringe Erfchütterung des Koͤr⸗ 
pers geftört werden, was bann eine fofortige Senkung feines 
Schwerpunftes und demnächft ein Umfchlagen zur Folge hat, 

3) Faͤllt endlich das Schwerpunftsloth ganz innerhalb 
des Umfangs der Grundfläche, fo ift offenbar ein flabifes 
Bleichgewicht vorhanden. Denn in biefem Falle läßt fich Die 
Lage des Körpers nur durch eine Erhebung feines Schwers 
punftes ändern, wozu eine Kraft von beftimmter Größe er⸗ 
forderlich iſt. 

Mit Hinficht auf die praftifche Anwendung intereffirt 
uns vornehmlich der zulegt erwähnte Fall, für den wir alfo 
. zunächft den Ausdruck der Stabilität zu fuchen haben. Zu 
diefen Ende denfe man fi aus dem Punkte, in welchem 
das Schwerpunftsloth die Grundflaͤche fchneidet, auf eine 
Seitenlinie der Iegtern einen Perpendikel gefältt, fo ſtellt der 
felbe den Hebelsarm vor, an welchem der Körper durch fein 
eigenes Gewicht der Drehung um jene Seitenlinie widerſteht. 
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Das Provduft aus der Länge dieſes Perpendikels in das Ge⸗ 
wicht des Körpers drüdt dann, nach Inhalt des vorigen 
Baragraphen, die gefuchte Stabilität in Bezug auf die frag⸗ 
liche Grundkante aus. 

8. 181. 

Anwendung auf einen beſtimmten Fall. Die 
Figur 124 ſtelle einen Koͤrper vor, deſſen horizontale Grund⸗ 
flähe ABCD und deſſen Gewicht = Q iſt. Die Vertikale 
durch feinen Schwerpunft G fdhneide die Grundfläche inner⸗ 
halb ihres Umfanges in H, aus welchem Punkte die Linie 
HK normal auf die Grundfante AB gezogen werde. Der 
Körper hat daher ein ſtabiles Gleichgewicht, und gemäß ber 
obigen Erklärung drüdft nun das Produkt QO x HK die Sta> 
bilität defielben in Bezug auf die Kante AB als Achſe, 
alfo das Widerftandsmoment gegen jede Kraft.aus, die das 
Beftreben hat, den Körper durch Drehung um AB aus ſei⸗ 
ner Gleichgewichtöläge zu bringen. 

Stellt 3. B. P eine folche Kraft vor, welche nach der 
mit HK parallelen Richtung GP am Schwerpunfte G ans 
gebracht ift, und ſetzt man voraus, diefe Kraft fei mit dem 
Gewichte O des Körpers. fo im Gleichgewicht, daß jede noch 
fo geringe Vergrößerung derfelben eine Störung des Gleich- 
gewichte8 zur Bolge hat, fo müflen offenbar die Momente 
von P und Q in Bezug auf AB als Drehachfe einander 
gleich fein. Iſt alfo KI normal auf GP, fo hat man die 
ftatifche Momentengleichung: 

P-IK = 0-HK; 
woraus fich P:Q = HK:IK ergiebt. | 

Für den Zuftand des Gleichgewichtes verhalten ſich alfo 
die beiden Kräfte P und Q zu einander wie die Seiten HK 
und IK, ober wie bie ihnen gleichen Seiten GI und GH 
des Barallelogrammes GHKI. Wenn man alfo dieſe Sei⸗ 
ten als bie Repräfentanten der nach ihren Richtungen wirs 
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enden Kräfte P und Q betrachtet, fo ftellt die Diagonale 
GK jenes Parallelogrammes die Größe und Richtung ihrer 
Mitteltraft vor. Demnach läßt fich die Bedingung des Gleich» 
gewichtes auch dahin ausdrüden, daß die Richtungslinie ber 
Mittelfraft jener beiden Kräfte diejenige Grundkante ſchneidet, 
um welche fich der Körper beim Umfallen drehen muß. Denn 
eine Straft, welche größer ift al8 die vorhin angenommene P, 
z. B. der Linie GL > GI proportional, liefert mit dem Ge⸗ 
wichte Q eine Mittelfraft GM, welche die Grunvfläche des 
Körpers außerhalb ihrer Umgrenzung in M fchneidet, umd 
daß unter diefen Umſtaͤnden der Körper nicht in Ruhe blei- 
ben Tann, bebarf Feiner weitern Ausführung. 


$. 182, 


Stabilität eines rechtwinfligen Parallelepi- 
pedums. Es file ABCD (Fig.' 125) den vertifalen 
Durchſchnitt durch den Schwerpunft G des genannten Kör⸗ 
perö vor, MN fei der Durdhfchnitt der feſten Grundebene, 
worauf berfelbe fteht, und O fei das Gewicht des Körpers, 
beffen Richtungslinie GQ die Grundflaͤche AB in H fchnei- 
det. In Bezug auf die durch den Punft A gehende Kante 
ift dann die Stabilität, welche fortan ſtets mit S bezeichnet 
werden fol, gleich | 
S=0-AH=1!0-AB, 
weil AH = 3AB if, Setzt man die Höhe AD = BC 
= h, die Breite AB= DC = b, und bezeichnet mit I 
die Länge bed Körpers, mit q das Gewicht der SKubifein- 
heit feiner Materie, fo hat man Q = bhlg; daher 

S = 3q9:-b’hl. 
Demnach ift die Stabilität einer auf beiden Seiten lothrech⸗ 
ten Mauer, unter übrigens gleichen Umftänden, dem Qua⸗ 
drate ihrer Breite, aber der einfachen Höhe und 


Länge proportional, Die Stabilität kann daher Teichter 


| 
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durch Vergrößerung der Breite ald einer der andern Abmeſ⸗ 
fungen erhöht werben, daher man in der Praxis immer trady- 
tet, den Mauern durch Anbringung von Plinten, Banfetts ıc. 
eine möglichft breite Bafis zu geben. 

Wirft in der Ebene des Durchſchnittes ABCD im 
Punfte E eine Kraft P auf die Mauer, deren Richtung mit 
der Vertifalen BC den Winkel & bildet, und foll die Größe 
biefer Kraft jo beflimmt werben, daß fie mit dem Gewichte 
O des Körpers in Bezug auf Drehung um die durch A ges 
hende LZängenfante im Gleichgewicht ift, fo muß ihr flatifches 
Meoment der vorhin berechneten Stabilität gleichgefebt werden. 
Man fälle den Perpendikel AF auf die Richtung von P, feße 
BE= a, fo ergiebt fich fehr leicht AF = aSin«e—bCose; 
und da diefe Linie den Hebeldarm von P vorftellt, fo hat 
man die Momentengleichung 

P(aSin@e—bCose) = 3q -b’hl, 
. p_ _ hl 
woraus folgt: P= Sina b Cosz 

Es Fönnte aber auch verlangt werben, die Breite der 
Mauer der Bedingung gemäß zu beftimmen, daß fie durch 
die Wirkung einer gegebenen Kraft P nicht umgeworfen wer- 
den fann. Zur Beantwortung diefer Frage müßte aus obi- 
ger Momentengleichung b entwidelt werben, wofür man findet: 
bo — P Cosa -- VP(PCose’+2gahlSina) 

. ghl 

Diefe Beifpiele lafien zur Genüge erfehen, wie die Sta- 
bilität irgend eines Körpers bei Beantwortung der von der 
Praxis geftellten ragen in Anwendung kömmt, und daher 
befchränfen wir uns bier darauf, nur noch wenige Beifplele 
folgen zu lafjen. 





$. 183. 
Stabilität eines prismatifhen Körpers mit 
trapezförmigem Duerfohnitte Das Paralleltrapez 
I. 22 
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ABCD (dig. 126) ſtelle den vertifalen Querſchnitt des 
Körpers vor, defien Stabilität in Bezug auf bie burch ben 
Bunft A gehende Längenfante beftimmt werden fol. 

Um zuerft die Abmeflungen bed genannten Querfchnittes 
feftzuftellen, vente man die Perpendifel CE, DE auf tie 
Grundebene AB gefällt, bezeichne die Länge derſelben mit h, 
die obere Breite CD mit x und fee AF = y, BE= z, 
Iſt nun 1 die Länge des Körpers, q das Gewicht von einem 
Kubiffuß der Materie, woraus derſelbe befteht, fo ergiebt fich 
das Moment des dreifantigen Priemad ADF in Bezug auf 
die Stante bei A gleich 

zybig-5y = 3qhl-y°. 
Das Moment des Parallelepipedrumd CDFE in Bezug auf 
diefelbe Kante als Achſe ift gleich 
und das Moment des dreifantigen Prismas BCE gleich 

azhlg(y-+x-+3z) = Ighl(3yz2 + 3xz-+ 22). 
Addirt man diefe drei Diomente, fo erhält man für das Mos 
ment ded ganzen Körpers, d. 5. für die Stabilität deſſelben 
in Bezug auf die Kante bei A, den Ausdruck 
(L) S = zghl(2y’ +6xy+I3xX HI3yz +32 +2?) 

Für den Fall, daß die beiden Seiten AD und BC gleiche 
Neigung gegen die Orundlinie AB haben, ft y = z zu 
fegen, und die vorige Gleichung reducirt fich auf folgende: 
(I) S= aghl(x’-+3xy-+2y?)=3ghl(x-+y) (x-+2y). 

Iſt dagegen die eine Seite CB (Fig. 127) auf ber 
Grundlinie AB normal, fo muß x z = 0 gefebt werben, und 
es entiteht: 

(II) S = lqhl(2y? H6xy-+ 3x, 

Für den in Fig. 128 angenommenen Fall bat man y 
= 0 zu feben, wo dann enifteht 
(IV.) S' = jghl(3x? +3xz-+2°). 
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Nimmt man in den beiden Iehten Formeln y und z als 
gleih an, und fubtrahirt beide Aushrüde, fo koͤmmt 
S—S' = 3qghl-y@x+y); 
ein Aushrud, welcher angiebt, um wieviel bie Stabilität einer 
Mauer von dem in Fig. 127 dargeftellten Profil unter übri⸗ 
gend gleichen Umftänden größer ift, als für das umgekehrte 
Profil Sig. 128, Wenn alfo in beiden Fällen gegen bie 
Seitenfläche BC irgend eine Kraft drüdt, fo daß die in A 
projieirte Kante zur Drehachfe wird, dann gewährt das zu- 
erſt genannte Profil hinfichtlich der Stanpfefligfeit der Mauer 
einen entſchiedenen Vortheil gegen das zulept genannte Profil, 
$. 184. 

Vergleihung der Stabilitäten für rechtwink— 
lige und trapezförmige Ouerſchnitte. Man denfe ſich 
zwei Mauern aus gleihem Material aufgeführt, die eine mit 
einem rechtwinfligen Profil (Fig. 125), die andere mit dem 
trapezförmigen Profil (Big. 127), beide aber mit gleichen 
Längen I und gleihen Höhen h. Wirfen nun gegen die 
Seitenflädhen BC diefer Mauern Kräfte mit dem Beftreben, 
fie um die Grundfanten bei A zu drehen — umzuwerfen — 
und man feßt die Breite b der an beiden Seiten lothrechten 
Mauer als gegeben voraus, fo follen die Breitenabmeflungen 
ber trapezförmigen Mauer der Bedingung gemäß beftimmt 
werben, daß fie mit jener eine gleiche Stabilität erhalte. 

Nah dem Vorhergehenden werben die Stabilitäten bei- 
der Mauern bezüglich durch Jyhll3x?-+-6xy-+-2y”) und 
Aqh1b? ausgeorüdt, und biefe Ausprüde müflen den Bedin⸗ 
gungen der Aufgabe gemäß einander gleich geſetzt werden. 
Allo Hat man 

32° + 6xy-+2y? = 3b". 
Da diefe Gleichung zwei Unbekannten enthält, fo muß man 
der Aufgabe noch eine anderweitige Bedingung Hinzufügen, 
um fie zu einer beflimmten zu machen. In der Praris pflegt 
22* 
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num die Horizontalprojection AF (Big. 127) der Böfhungs- 
flihe AD gewöhnlich als ein aliquoter Theil der Höhe 
DEF gegeben zu fein, und demgemäß kann man y= mh 
feßen, unter m einen ächten Bruch verftanden. Nah Ein- 
fegung dieſes Werthes von y verwandelt ſich die obige Glei— 
chung in folgende: 
3x? +-6mhx -+-2m?h? = 3b? 
aus welcher demnächſt gefunden wird: 
x= - mh+Yb + 1m?h. 
Diefe Formel liefert die obere Breite der trapezförmigen Mauer, 
während deren uittere Breite durch 
xrmh = VP?’-+ Im°h3, 
ausgedrüdt wird. Der Inhalt ihres Querfchnittes ift daher 
IDF(AB-+DC) = !h(- mh +2Yb’ + 1m??), 
wogegen bh den Inhalt des Rechteckes (Big. 125) ausdrückt. 
Bei den hier vorausgefegten gleichen Rängen der beiden Maus 
ern verhalten fich aber die Fubifchen Inhalte wie die Quer⸗ 
fchnitte derſelben; daher laſſen fih nun leicht die nöthigen 
Vergleihungen in Bezug auf den Materialbevarf zur Aufs 
führung der beiden in Rede befinplihen Mauern anftellen. 


Beifpiel, Gefeht, es fei won einer Mauer mit rechtedigem Duer- 
ſchnitte befannt, daß fie hinreichende Stabilität befigt, einer gewiffen auf 
fie einwirlenden Kraft in Bezug auf das Umweifen zu wiberftehen, fobalb 
ihre Breite ben dritten Theil der Höhe beträgt, und man wollte zur Er» 
ſparung an Material anftatt dieſer Dauer eine andere mit trapezförmigem 
Querſchnitte aufführen, welche bei gleicher Höhe und Länge der einwirken⸗ 
den Kraft benfelben Widerſtand entgegen zu feben vermag. Nach ber 
Befchaffenheit des in Anwendung zu bringenden Materials kann die hori⸗ 
zontale Projection ber Böſchungsfläche nur ven 12ten Theil der Höhe be- 
tragen; wie groß ift die obere Breite x dieſer Mauer anzunehmen? 

Hier it alſo b=}h, m „% zu feßen, und dafür findet man nad) 
ber vorhin entwickelten Formel: 

x= — 4h-+-YGb” +30? = 4h(— 1-4 V16,3333), 
oder x = Ih(— 14,04) = Ih nahe genug. 

Der Querfchnitt ber auf beiden Eeiten lothrechten Mauer bat nun 
ben Inhalt bh = }h?, mogegen der Inhalt des trapezfürmigen Duer- 
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fehnitted ber Bölchungemauer gleich Jh(2-4h-- Ah) = Zh? if. Da- 
ber wirb bei Aufführung ber lebten Mauer anfatt ber erſten —24 
an Material erfpart, während die Stabilität biefelbe bleibt. 


$. 185. 


Stabilität runder Körper. Bel den vorhergehen« 
den Aufgaben haben wir nur folche Körper vorausgefegt, 
deren Örundflächen gerablinige Figuren waren, wo bann 
jedesmal eine Seitenlinie diefer Figuren als Drehachie an⸗ 
genommen wurde. Iſt aber die Grundfläche durch irgend 
eine Eurve begrenzt, fo muß man ſich die Drehachfe, welche 
fich beim Umwerfen des Körpers bilvet, als eine Tangente 
zu jener Eurve denfen. 0 

Steht 3. B. ein normaler Eylinder vom Halbmeſſer r 
und von der Höhe h mit einer feiner Enbflächen auf einer 
feften Hortzontalebene, fo trifft das Schwerpunftsloth ben 
Mittelpunkt der Grundfläche; der Körper hat alfo nach jeder 
Richtung hin diefelbe Stabilität, welche durch das Broduct 
aus feinem Gewichte in den Radius der Grundfläche aus⸗ 
gebrüdt wird, Eirfteres ift aber gleih r’hq, wenn q bie 
früher angegebene Bedeutung beibehält, und daher ift 

(A) S = nır’hg-r = zahr® 
der Ausdrud für die Stabilität des Cylinders. 

Eben fo ift unter venfelben Borausfegungen die Stas 
bilität eines normalen Kegels mit vertikaler Achfe 

(2) S = ınrdhg-r = 4rghr”, | 
Sind beide Körper fo auf die horizontale Ebene gelegt, daß 
ihre Mantelflächen biefelbe in einer geraden Linie berühren, 
fo iſt die Stabilität in Bezug auf dieſe Berührungslinie als 
Achſe für jeden Körper gleih Null. 

8, 186, 

Stabilität auf geneigten Ebenen. Bel den bi8- 
herigen Unterfuchungen über die Stabilität der Körper haben 
‚wir uns biefelben immer al8 auf horizontalen Ebenen ftehend 
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gedacht. Aber die Bebingungen des Gleichgewichtes bleiben 
diefelben, wenn man vorausfegt, daß fie auf fehiefen Ebenen 
ftehen, die fie mit einer ebenen Seitenfläche als Grundfläche 
berühren, und daß jedes Abgleiten durch anderweitige Hin⸗ 
derniſſe unmöglich gemacht wird. Wenn nämlich bie loth⸗ 
echte Linie Durch den Schwerpunft des Körpers die ſchiefe 
Ebene in einem Punkte innerhalb der Grundfläche fehneidet, 
fo findet ein ſtabiles Gleichgewicht flatt. Liegt der Durch⸗ 
fehnittöpunft in der Umfängslinie der Grundfläche, fo iſt ein 
labiled, und wenn er ganz außerhalb der Grundfläche fällt, 
fo ift gar fein Gleichgewicht vorhanden. 

Es fei ABC (Fig. 129) der Durchfchnitt des auf Der 
geneigten Ebene befindlichen Körpers mit einer verticalen Ebene, 
welche feine Grundfläche in AB und bie geneigte Ebene in 
MN fo ſchneidet, Daß jede in dieſer gezogene Horizontallinie 
normal auf AB if. GQ fet die Iothrechte Linie durch den 
Schwerpunkt G, welche die fehlefe Ebene innerhalb der Grund⸗ 
fläche AB fchneidet und Q ſei das Gewicht des Körpers. 

Um von biefem Körper bie Stabilität in Bezug auf bie 
durch A gehende horizontale Berührungslinie der Grundfläche 
zu finden, ziehe man die Linie AD normal auf GQ, fo ift 
Q-AD ver Ausdrud für die Stabilität. Aus dem Schwer 
punfte G werbe der Perpendikel GE auf die fchiefe Ebene 
gefällt und durch Ei die Tothrechte Linie EHE gezogen, welche 
fih mit der Verlängerung der Horizontalen AD in P fchnei« 
bet. Bezeichnet nun « den Neigungswinfel der fchiefen Ebene 
gegen den Horizont, fo Tann bewiefen werben, ba LEGO 
=_LEAF=Loeif. Sept man alſo AE=a, EG=b, 
fit AD= AF—DF = aCos«e —bSina; folglich bie 
gefuchte Stabilität S gleich 

S = O(aCose — bSine). 

Soll der Neigungswinfel & fo beftimmt werben, daß für 

den Körper ABC ein labiles Gleichgewicht eintritt, daß alfo 
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bei jeder noch fo Fleinen Vergrößerung von « ein Umfchlagen 

bes in Rede befindlichen Körpers erfolgt, fo muß S = 0 

gefeßt werden. Dadurch erhält man die Gleichung 
aCos@— bSine = 0; folglich Tange = 2 


Beifpiele. 1) SR ABC eine Halbfugel, AE = EB = a Ihre 
Halbmefler, fo it nach 8. 159 EG = da. Mithin 
Tga =! = 2,6666....; und allo « = 69° 26’ 38”, a 
2) Iſt der Körper ein Kubus, AB — 2a die Seiie befielben, fo iſt 
GL =3JAB = a; alſo Tga = 15 und folglih — 45°. U.f. w. 


I. Bon den einfachen Mafdinen. 


8. 187, 


Unter der Benennung Mafchinen follen bier gewiffe 
Berbindungen von feſten Körpern verftanden werben, welde 
dazu beftimmt find, bie Größen und Richtungen der daran 
wirfenden Kräfte fo zu mobifiziren, daß dadurch für dieſe 
ein Gleichgewicht eintritt, welches ohne Mitwirfung eines 
folchen feften Syſtems nicht flattfinden Tönnte. | 

Man unterfcheivet einfache und zufammengefepte 
Mafchinen, infofern jede von biefen als eine Zufammenfeßung 
aus mehreren von jenen betrachtet werben kann. Die Zahl 
der zufammengefegten Mafchinen ift fo unbegrenzt, wie bie 
Mannichfaltigfeit der Combinationen, deren der menfchliche 
Geift fähig if. Dagegen zählt man gewöhnlich nur feche 
einfache Mafchinen, nämlich die fchiefe Ebene, den Kell, die 
Schraube, den Hebel, die Rolle und das Rad an der Welle. 

Strenge genommen find indeß nur die fchiefe Ebene und 
der Hebel eigentliche Elementar-Mafchinen zu nennen, da 
diefe nicht mehr auf einfachere Prinzipe zurüdgeführt, Die 
andern vier genannten aber aus ihnen abgeleitet werden koͤn⸗ 
nen. Hier follen aber alle ſechs Mafchinen, die man auch 
wohl unter der gemeinfchaftlichen Benennung ber fintifchen 
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PBotenzen zu begreifen pflegt, in der Reihenfolge, wie fie 
oben genannt wurden, abgehandelt werben, wobel jeboch auf 
Reibung und andere phyfifche Hinderniſſe vorläufig noch feine 
Küdficht genommen werben kann. 

$. 188. 

Die fhiefe Ebene. Jede fefte und unbiegfame, unter 
einem beliebigen Winfel gegen den Horizont geneigte Ebene, 
auf welche fich ein fehmwerer Körper flügt, der von einer auf 
ihn wirfenden äußern Kraft und von ber Repulfiofraft der 
feften Ebene im Gleichgewichte erhalten wird, fol fchiefe 
Ebene genannt werden. 

Stellt ABC, Fig. 130, eine vertifale Ebene vor, auf 
welcher die fchiefe Ebene, deren Seitenanficht die Linie AB 
ift, normal fteht, fo heißt der Winfel BAC = a die Reis 
gung der fraglichen fchiefen Ebene gegen den Horizont AC. 
Das von B auf AC gefällte Loth BC fol die Höhe, AC 
feldft die Grundlinie oder Bafis, und AB die Länge 
ver fchiefen Ebene genannt werben. 

Bei den folgenden Unterfuchungen nehmen wir zuerft 
den einfachfien Fall an, daß nämlich die zur Erhaltung des 
Gleichgewichts erforderliche Kraft am Schwerpunkte des Kör- 
pers angebracht fei, und demnächft ſoll der Sal, wo ein bes 
liebiger Punkt des Körpers als Angriffspunkt jener Kraft 
angenommen ift, unterfucht werden. 

$. 189. 

Man dene fich alfo einen beliebigen Körper EEG vom 
Gewicht Q auf die fchiefe Ebene AB (Big. 130) geftellt, 
und am Schwerpunfte G diefes Körpers eine äußere Kraft, 
deren Richtungslinie in der durch G parallel mit ABC ge= 
legten Ebene enthalten ift, fo angebracht, daß fie den Körper 
im Gleichgewichte erhält. Nach welcher Richtung dieſe Kraft 
auch wirken möge, fo ift Har, daß fie mit dem Gewichte QO 
eine Mittelfraft liefern muß, die im Falle des Gleichgewichtes 
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auf der unterflübenden Ebene AB normal fein, und Diefelbe 
innerhalb der Grundflähe EF des Körpers ſchneiden muß. 
Den Widerftand jener. feften Ebene gegen biefe Grundfläche 
hat man daher als eine Kraft RR zu betrachten, die dem ges 
nannten Drude gleih und gerade entgegen gefest ift, und 
deren Richtungslinie durch den Schwerpunft Gr geht. 

1) Wirkt am Schwerpunfte des Körpers eine Kraft P 
nach der mit der Horizontalen AC parallelen Richtung GP, 
fo hat man drei Kräfte P,Q und R, die am Bunfte G 
mit einander im Gleichgewichte find, Die Richtungsfinien 
diefer Kräfte ftehen bezüglich auf den Seiten BC, AC und 
AB des Dreiedes ABC ſenkrecht, und ihre Intenfitäten 
müffen alfo den genannten Seiten proportinal fein (8. 42, 2). 
Demnach hat man die PBroportion: 

| P:Q:R = BC:AC:AB; 
aus welcher ſich ergiebt, O als. gegeben vorausgefeßt, 


Diefe beiden Ausdrüde laſſen fih auch folgendermaßen dar⸗ 
ftellen: 
P = 0:-Tange; R = Q:Seco. 

2) Statt der horizontalen Kraft P denfe man fich num 
am Schwerpunkte des Körpers eine Kraft P’ angebracht, 
deren Richtungslinie mit der Länge AB der fchiefen Ebene 
parallel ift. Bezeichnet jegt RR’ die entfprechende Repulſtv⸗ 
fraft der leßtern, fo bat man, da diefelbe ebenfalls durch den 
Schwerpunft gehen muß, die drei Kräfte P, Q und R’ an 
dieſem Punkte ald im leichgewichte mit einander zu be— 
trachten. | 

Um die Bedingungen des Gleichgewichts zu finden, fälle 
man aus C den Perpendifel CD auf AB, fo. wird dadurch 
dad Dreief ABC in zwei Dreiede ACD und BCD zer⸗ 
legt, welche einander und dem ganzen Dreie ähnlich find, 
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Jedes von dieſen beiden Dreieden hat nun eine folche Lage, 
Daß feine Seiten entweder auf den Richtungen der Kraͤfte 
P', Q, R’ normal oder mit benfelben parallel find. Letzte⸗ 
res iſt namentlich mit dem Dreied BCD ver Fall, und dar 
aus folgt die Proportion 

P':Q:R' = BD:BC:CD, 
Wegen ber erwähnten Ähnlichkeit verhält ſich aber auch 

BD:BC:CD = BC:AB:AC, 

fo dag man alfo hat 

P':Q0:R’ = BC:AB:AC. 


ı„ BC.9:. —AC.Q: 
Daraus folgt P AB 0; R AB O0; 
oder P'= QSino; R’= QCosa; 


3) Wenn es fih bloß um eine Vergleichung der in bei- 
den Fällen erforderlichen Kräfte P, P’ mit dem Gewichte Q 
des von ihnen im Gleichgewicht zu erhaltenden Körpers han⸗ 
delt, fo kann man die entfprechenden Proportionen 
P:Q = BC:AC, 


und P':Q =BC:AB, 
zu folgender fortlaufenden PBroportion vereinigen: 
| pP: 0o=- : 1.1 
P:P:O- a aB'Bc 


D. 5. jede von den brei Kräften P, P und Q ifi der 
mit ihrer Richtung parallelen Abmeffung der ſchie— 
fen Ebene umgelehrt proportional, 

Zufat. Die vorftehend entwicelten Geſetze hätte man 
auch, wenngleich nicht einfacher, noch auf andern Wegen 
finden fönnen; unter Anderm durch Hülfe des Garteftichen 
Grundſatzes (8. 107). Denkt man ſich nämlich eine fort- 
gehende Bewegung des Körpers längs der fchiefen Ebene 
veranlaßt, fo daß der Schwerpunft von G nach G' forträdt, 
und aus G’ den PBerpendifel GH auf die Horizontale GP 
gefällt, fo ftellen, für das Gleichgewicht zwifchen P und Q 
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bezüglih GH und G’H, für das Gleichgewicht zwifchen P’ 
und Q aber GG’ und G’H die virtuellen Geſchwindigkeiten 
der genannten Kräfte vor, Nach dem Cartefifchen Satze hat 
man alfo nach einander: | 

P:Q = GH:GH = BC:AC, 

P':Q = @H:GG' = BC:AB, 
wobei zugleich die Ähnlichkeit der Dreiede G@’H und ABC 
berüdfichtigt worden ift. 

$. 190, 

Hall, wo die Richtung der Kraft nicht Durd 
den Schwerpunft des Körpers geht. Es ſtelle AB 
(Sig. 131) die fchlefe Ebene vor, deren Neigungswinfel gegen 
den Horizont mit & bezeichnet werben fol. In C flüge ſich 
der Körper CD vom Gewichte Q auf Diefelbe und werde 
durch die in D angebrachte Kraft P im Gleichgewicht ers 
halten. Denkt man fich die Bunfte C und D durch eine 
gerade Linie CD verbunden, fo foll vorausgefeßt werden, 
Daß dieſe Linie und die Richtungslinie von P fich in einer 
auf ber fchiefen Ebene normalen Bertifalebene befinden, welche 
leßtere zugleich den Schwerpunft des Körpers enthält. Unter 
diefen Umftänden fchneivet fi) das Schwerpunftsloth GQ 
mit CD in einem Punkte E, deſſen Abftand CE von dem 
Stüßpunfte C wir mit b bezeichnen wollen, während CD 
— a fein mag. Endlich fei 4 der Winkel, den die Richtung 
von P mit der Verbindungslinie CD, und y fei der Win- 
fel, den diefe Linie felbft mit der Horizontalen CHF bildet. 

Um nun die Bedingungen bes Gleichgewichts zu finden, 
denfe man fich die Gegenwirfung ber fchlefen Ebene als eine 
in C normal auf AB wirkende Kraft R angebracht, dann 
hat man drei mit einander im Gleichgewicht befindliche Kräfte 
P, Q und R, deren Richtungslinien in einer Ebene Tiegen. 
Auf fie finden aljo die im erften Abfchnitt bes dritten Ka- 
pitel8 vorgetragenen Lehren Anwendung, und zwar erhält 
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man nach 8. 82, wenn man alle drei Kräfte nach der Rich⸗ 
tung von CD und normal auf diefe Linie in Seitenfräfte 
zerlegt denkt, zumächft folgende zwei Gleichungen: 

(1) RSin(@«-+7y) = QSiny-+PCosß; 

(2) RCos(c +7) = QCosY—PSin Pf. 
Diefelben drüden das Vorhandenfein des Bleichgeivichtes in 
Dezug auf fortgehende Bewegung aus, und daher muß für 
das Gleichgewicht in Bezug auf drehende Bewegung nod) 
eine dritte Bebingungsgleichung gebildet werben. Zu biefem 
Behuf fann man C ald Momentenpunft, und die aus ihm 
auf die Richtungen von P und Q gefällten Berpenbifel CH 
= aSinf, CH = bCosy als die Hebeldarme biefer Kräfte 
annehmen. Man hat dann 

(3) PaSin? = ObCos7. 
Aus diefen drei Gleichungen laſſen fi nun drei von ben 
darin vorfommenden Größen als unbefannt entwideln, indem 
man die andern Größen als befannt vorausfest. Wird z. B. 
gu beftimmen verlangt: bie zum ©feichgewicht des Körpers er⸗ 
forberliche Kraft P, der Normaldruck R auf die ſchiefe Ebene, 
und der Neigungsiwinfel «, den letztere mit dem Horizonte 
bilden muß, Damit der durch fle unterftügte Körper im Gleich⸗ 
gewichte fein kann, fo findet man zunächfi aus (3) 

_ bCosy, 
D aSind 2. 
Quadrirt man (1) und (2) und abdirt dann, fo Fömmt; 
R? = P° + 0? —2PQSin(P—y); 

alfo "S Einſetzung des Werthes von P, 


= 5 ana Sin6?+b’Cosy?— 2abSinßCos7 Sin (8— 7). 
Die Gleichungen (1) und (2) mit einander dividirt liefern, 
wenn für P wieder der Werth eingefegt wird, 


aSin #Siny + bCosfCosy 
(a—b)Sin #Cosy ! 





Tang(e +) = 
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eine Formel, mittelft welcher der Winkel « leicht berechnet 
werben fann. 

Andere Entwidlungen aus den gefundenen Bebingungs- 
gleichungen, fo wie bie Anwendung derfelben auf Körper 
von beftunmter Form, mögen dem Leſer zu feiner Übung an- 
heimgeſtellt bleiben. 


$. 191. 


Der Keil. Jedes dreifantige Prisma, auf defien Sei⸗ 
tenflächen Kräfte wirfen, die mit einander im Oleichgewichte 
find, wird Keil genannt Gewöhnlich werben zwei von 
diefen drei Kräften als Widerſtaͤnde betrachtet, mit welchen 
die dritte Kraft im Oleichgewicht if. Die Seitenflächen des 
Prismas, auf welche jene wirken, pflegt man die Seiten, 
und bie Fläche, worauf diefe wirft, den Rüden des Keiles 
zu nennen. Unter Schärfe over Schneide verfteht man 
diejenige Kante, welche dem Rüden gegenüber liegt. 

Stelt ABC (Fig. 132) den Querfchnitt des Prismas 
normal auf deſſen Kanten vor, und find P, Q, R die auf 
feine Seitenflächen wirkenden Kräfte, von welchen bie erfte 
als jelbitthätige Kraft, die beiden andern aber ald Wider⸗ 
ſtaände betrachtet werden, dann ift nach obiger Erflärung AB 
der Rüden, C die Schärfe des Keils; AC und BC find 
die Seiten deffelben. Denkt man fich aus C den Perpen- 
difel CD auf den Rüden AB gefällt, fo nennt man biefen 
noch die Höhe des Keiles. 

Am häufigften wird der Keil angewendet, um die Theile 
eines Körpers von einander zu trennen, indem man ihn mit 
der Schärfe in eine Spalte defielben ftedt und ihn dann, 
durch eine auf feinen Rüden angebrachte Kraft, mit Gewalt 
in den Körper hineintreibt und fo denfelben fpaltet. Auch 
bedient man fich feiner, um burch eine mäßige Kraft ehr. 
große Seitenprefiungen hervorzubringen. 
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8. 192. 


Gleichgewicht des Keiles. Es follen die Bedin- 
gungen des Gleichgewichts zwifchen ben am Keil wirkenden 
Kräften P, Q, BR ermittelt werben, unter der Borausfehung, 
daß deren Richtungslinien auf den Seitenflähen AB, AC 
und BC (Fig. 132) normal find. 

Zunaͤchſt erfordert das Gleichgewicht, Daß die genannten 
drei Kräfte fich mit ihren Richtungslinien in einer und der⸗ 
selben Ebene befinden, welche die des Dreiedes ABC fein 
mag. Denn wäre dies nicht der Fall, fo würbe aus ihrer 
vereinigten Wirfung ein Beftreben hervorgehen, ben Keil 
um eine Achfe, die in einer mit ABC parallelen Durch 
fehnittsebne enthalten ift, zu drehen. Yerner müflen fi die 
Richtungslinien aller drei Kräfte Innerhalb der Ebene ABC 
in einem und demſelben Punkte O fchneiden, weil fonft ebens 
falls eine Drehung entftehen würde, aber um eine Achſe, die 
mit den Längenfanten des Keiles parallel iſt. 

Dies vorausgefegt, fo reducirt fh die vorliegende Auf⸗ 
gabe ganz auf den Fall des Gleichgeiwichtes von Drei Kraͤf⸗ 
ten an einem materiellen Punfte, welcher im erſten Kapitel 
unter I. abgehandelt iſt. Nach $. 42 (2) bat man daher bie 
Proportion 

(1) P:QO:R = AB:AC:BC, 
wonach alfo die Kräfte, die einander vermittelft des Keiles 
das Gleichgewicht halten, fich wie die Seiten des letz⸗ 
tern verhalten. 

Um die Wirkungen kennen zu lernen, welche aus ber 
gegebenen Kraft P nach ben mit AB und CD yarallelen 
Richtungen hervorgehen, muß man bie Wiberflände Q und 
R in die Seitenfräfte 9°, Q" und R’, R” nach den genann- 
ten Richtungen zerlegen. Die Richtungslinien von Q, Q', 
Q" find fenfrecht auf den Seiten des Dreiedd ACD, und 
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ein Gleiches gilt von R, R’, R” in Bezug auf das Dreier 
BCD. Daher verhält fich 

0:0':Q0" = AC:CD:AD; 

R:R':R" = BC:CD:BD; 
und hieraus findet man nach einander: 


CD CD 
Im ——. . ! u ——_ . 
eich KRezak 

„_AD ® ⸗ [ ——} BD 
"ih Wege 

Aus der Proportion (1) findet man aber 

AC BC 

mr Ra 


und nach Einfegung diefer Werthe geftalten fich die vorigen 
Yusprüde alfo: | 


' — $ 2 m — 6 
2) ih R-igr 

„_AD,». „BD, 
(3) 0" = B P; R'= B P, 


Demnad find die mit dem Rüden des Keiles parallelen Wir⸗ 
fungen einander gleich, und wenn man daher jebe von ihnen 
mit S bezeichnet, fo hat man die Proportion: 
(4) P:S = AB:CD; 
d. 5. die Kraft verhält fih zu den auf ihrer Rich— 
tung normalen Seitenpreffungen, wie der Rüden 
des Keiles zu feiner Höhe. 

Was die beiven andern Seitenfräfte O” und R” betrifft, 
fo finden für fie folgende Vergleichungen ftatt: 

Q":R" = AD:BD; 

(5) Q“ +-R”’=P. 
Demnad find die Wirkungen, welche ber Keil nach der 
Richtung der auf feinen Rüden wirkenden Kraft ausübt, zu⸗ 
fammengenommen ber genannten Kraft glei, und 
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unter einander verhalten fie fi, wie die Brojec- 
tionen der Seitenflächen auf den Rüden. 
| 8. 193. 

Zuſätze: D Die vorhin für das Gleichgewicht des 
Keiles gefundenen Geſetze gelten mit geringer Mopiflfation 
auch für einen Kell mit abgeftumpfter Schärfe, deſſen Quer⸗ 
fhnitt das Paralleltrape; ABCD (äig. 133) vorftellt. 

Denn denft man ſich die Seitenflähen AC, BD ves- 
felben bei E und F gegen fefte Körper geftübt, fo findet 
Gleichgewicht ftatt, wenn die Repulfivfräfte diefer Körper 
fih mit der auf den Rüden des Keild wirkenden Kraft P 
in einem und demfelben Punkte O fchneiden. Bezeichnen O 
und R die Wirkungen, welche der Keil auf diefe feſten Koͤr⸗ 
per nach den auf AC und BC normalen Richtungen- aus⸗ 
übt, und man zieht CB’ parallel mit DB, fo ergiebt fich 

P:Q:R = AB':AC:B'C 


oder P:QO:R = AB—-CD:AC:BD. 
| _ AC-P | B.p 
Folgiih en Rio 


Fat man ferner die PBerpendifel CC’, DD’ auf AB, und 
zerlegt Q und R in die Geitenfräfte Q', R’ parallel mit 
AB, Q”, R“ normal auf diefe Linie, fo findet man 
‚_09:cc _ cdPp , 
= Ic " AB-0D’ 
pn _R:Dpp' _ _DD'P 
BD ° AB-—-CD'’ 
welche Seitenwirfungen (wegen CC’ = DD‘) offenbar ein- 
ander gleich find. Berner findet man 








und dieſe Ausdrücke führen wieder zu den Vergleichungen 
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Q" +R” = P ; 

0": R" = AC': BD’ ; 
welche fi auf ähnliche Weife wie vorbin in Worten aus- 
drüden laſſen. 

2) Keilartige Wirkungen eniftchen auch, wenn ein runder 
Körper ABC (ig. 134) fi) gegen zwei fefte Ebenen DE 
und FG flügt, die unter den beliebigen Winfeln « und 4 
gegen ben Horizont geneigt find. 

Wird diefer Körper durch eine vertifale Kraft P — etwa 
durch fein eigenes Gewicht, das man als eine folche Kraft 
im Echwerpunft O vereinigt benfen Tann — fenfrecht her- 
abgebrüdt, fo zerlegt fich diefelbe in die auf DE und FG 
normalen Settenfräfte Q und R, welche nach der in der Fi⸗ 
gur angegebenen Bezeichnung folgendergeflalt gefunden werben: 

P:Q:R= Sin(e + Pf): Sinf : Sina; 
P-Snß , „ _ _P-Sine 
alſo 9= Sinfe+P) ’  Sin(le-+P) 
Diefe Kfäfte zerlege man ferner nach horizontaler und ver 
tifaler Richtung, fo findet man nach einander 





0 » Q8Sine ; R' = RBinf ; 
Q'"= OCose ; R'—= RCosß ; 
sder, nach Einfeßung obiger Werthe von Q und. R, 
'_R'_.p. Sin«Binß _ 
VRR ar? 
„_ p.SinfCosa , „u p. SinaCosf 
ver Sin(@e-+-P) ’ RP Sin(«+ß) 


Auch bier ergiebt ih O“ + R” = P, während fih ver 
halt Q":R" = Cote : CotP. 
| 8. 194. 

Die Schraube Man vente fih den Mantel eines 
normalen Eylinderd AG (Fig. 135) abgewidel und in einer 
Ebene ausgebreitet, fo entfteht ein Rectangel AA'F’F, deſſen 
Örundlinie AA’ dem Umfange, und befien Höhe AF = A’F 

L. 233 
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der Höhe des Cylinders gleich iſt. Jede der Seiten AF und 
A’F* theile man in biefelbe Anzahl gleicher Theile AB= BC 
= CD... x., A'B' = B'C' = CD’... ıc., und ziehe die 
fhrägen Berbindungslinien AB/, BO’, CD’... ıc Wenn 
man fich nun vorftellt, daß das Rectangel AA’F’F wieder 
als Mantel um den Eylinder AG herumgelegt wird, fo fallen 
die beiden Seiten AF und A’F’ in eine mit der Achſe des 
Cylinders parallele Linie AF dergeſtalt zufammen, daß Der 
Punkt A’ inA, F' in F und bie Theilpunlte B, C',D'...x. 
in B, C, D... u.f.w. zu liegen fommen. Die fhrägen Li⸗ 
nien AB‘, BC, CD‘, ... EF’ bilden dann auf dem Cylinder⸗ 
mantel eine zufammenhängende, ftetige Curve AaBbC... F 
von doppelter Krümmung, die man Schraubenlinie nennt. 
Man wird leicht einfehen, daß die gerade Beruͤhrungs⸗ 
linie an irgend einem beliebigen Punkte der Schraubenlinie 
jede auf der Achfe des Cylinders normale Ebene immer unter 
demfelben Winkel fehneivet, und daß. diefer Winkel fein an⸗ 
derer fein kann, als derjenige, den die Geraden AB’, BCx. 
mit AA’ bilden. Dieſer Winkel, der durch A'AB’ darge⸗ 
ftellt wird, fol die Neigung der Schraubenlinie heißen. 
Ein vollfommen biegfamer prismatifcher Körper, welcher 
nach der Richtung einer Schraubenlinie um einen gegebenen 
Cylinder dergeftalt herumgebogen wird, daß er ſich mit einer 
feiner Seitenflächen genau an den Mantel deſſelben anſchließt, 
heißt ein Schraubengemwinde, und letzteres bildet mit dem 
Gplinder, der num eine Schraubenfpindel genannt wird, 
eine Schraube. Jenachdem der Querfchnitt des Prismas, 
welches das Schraubengewinde bildet, ein Dreiek oder ein 
Rectangel ift, entfteht eine Schraube, entweder mit dreiedigem 
ober mit viereckigem Gewinde, von welchen jene.bei DE, Diele 
aber bei AB (ig. 136) in der Seitenanficht dargeftellt iſt. 
Derjenige Theil eined Schraubengewindes, welcher ein- 
mal um die Schraubenfpindel herumläuft, und defien Enden 
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in einer Ebene liegen, die durch die Achſe der Spindel geht, 
heißt ein Shraubengang. Der Abftand ab zweier Schrau- 
bengänge von einander, parallel mit der Achfe gemeffen, fol 
die Höhe eines Schraubenganges genannt werben. 

Ein Körper wie MN (dig. 136), in welchem eine cys 
linderförmige Höhlung bergeftalt ausgearbeitet und mit ein- 
gefchnittenen Schraubengängen verfehen iſt, daß darin eine 
Schraube mit ihrem Gewinde genau paßt, wird eine Schrau- 
benmutter genannt. In der Praris pflegt man die Schraube 
mit der’ zugehörigen Mutter, beide zufammen, einen Schraus- 
benfab zu nennen. 

Bei der Anwendung der Echraube zur Ueberwältigung 
eines Miperftandes ift entweder die Mutter unbeweglich und 
die Echraube wird darin um ihre Achfe gedreht, wobdurch fie 
fich hebt oder fenft; oder, das geradlinige Fortrücken der 
Schraube wird durch Umdrehen der Mutter bewirkt, indem 
diefe ihren Ort nicht verändert und jene feine Drehung er- 
leidet. In beiden Fällen wirft der Widerſtand wie eine Laft, 
die an der Spindel hängt. Auch giebt es Anorbnungen, wo 
entweder die Schraube unbeweglich feftfieht, und die Mutter 
durch Umdrehen um die Spindel hin und her bewegt wird; 
oder, wo zwar die Schraube um ihre Achfe gedreht wird, 
aber ohne daß fie felbft fortrüden. kann, und wo ed die 
Mutter ift, welche fich parallel mit fich felbft fortbewegt, in« 
dem fie an der Drehung feinen Theil nimmt. Bet diefen 
Anordnungen wirft der Widerftand wie eine an der Mutter 
hangende Laft. | 

6. 195. 

Gleichgewicht der Schraube. Es werde nun vor⸗ 
ausgeſetzt, daß bie vertifale Schraube AB (Fig. 136) in der 
unbeweglichen Mutter MN durch eine KraftP um ihre Achfe 
gedreht wird, indem biefe Kraft am Endpunfte C des in den 
Schraubenkopf eingefebten Hebels AC nach horizontaler, auf 

23* 
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AC normaler Richtung wirft. Nach der Richtung der Achſe 
AB der Schraubenfpindel wirfe ein Widerſtand O der beabs 
fichtigten Bewegung entgegengefeht. Es wirb verlangt, das 
BVerhältniß von P zu Q anzugeben, für die Bedingung des 
Gleichgewichtes zwiſchen beiden Kräften. 

Man kann fich die Schraubenwindung in der Mutter MN, 
deren Oberfläche eine fogenannte windfchiefe Fläche bildet, 
als aus einer fehr großen Anzahl fchlefer Ebenen zufanmen- 
geſetzt denken, welche alle gleiche Neigung gegen den Hort 
zont haben, und über welche die Laft Q gleichförniig ver⸗ 
theilt iſt. Bezeichnet n die Anzahl diefer fchiefen Ebenen, fo 


ftg> 2 Q die Laft auf jeder einzelnen von ihnen, und 


wenn man ihren gemeinfchaftlichen Neigungswinfel für die 
Mitte der Schraubenwindung mit «, fo wie mit p die Kraft 
bezeichnet, welche unmittelbar an der Laſt q nach horizontaler 
Richtung angebracht werden muß, um fie im Gleichgewichte 
zu erhalten, fo hat man nach $. 189, 1, die Bedingungs⸗ 
Gleichung des Gleichgewichtes 
_ p= q: Tange. 

Eine folche Kraft p wirft nun nmal als Widerflanb der von 
P beabfichtigten Drehung der Spindel entgegen, und zwar 
an. einem Hebelsarme, welcher dem normalen Abſtande der 
Mitte der Schraubenwinnung von der Achſe AB gleich iſt. 
Bezeichnet man biefen mit r, fo ift Dad Moment des gefamm- 
ten Wiperftandes 

np-r=n:qgTange-r = Or Tange, 
weilng = Q ift, und eben fo groß muß das Moment der 
Kraft P fein, wenn Gleichgewicht flatt finden fol. Sept 
man daher AC = a, fo hat man bie Gleichung 

Or 


a-P=0-rTarge ; mitinP = Tange. 


Stelit nun AA’ die mittlere Peripherie rss ber Schraube 
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vor, welche zum Halbmefler r gehört, und if A'’B’ = h die 
Höhe ab eines Schraubenganges, dann ift A'AB' der 
Neigungswinkel jener fchiefen Ebenen; daher hat man 


AA In’ 





2arı 
oder P:QO=h: 2an, 

Man wird leicht die Bemerkung machen, daß dieſe Aus« 
einanberfegung eigentlich nur für die Schraube AB (Big. 136) 
gilt, wo bie elementaren fchiefen Ebenen alle nur eine ein« 
zige Neigung, nämlich nach ber Richtung der Schraubenlinie, 
haben. Bei der Schraube DC findet aber eine boppelte 
Neigung ftatt, und deshalb kann Die vorige Herleitung auf 
diefe Schraube nicht unmittelbar angewendet werben. Durch 
Anwendung des Carteſiſchen Grundſatzes ergiebt fi aber 
für beide Schrauben daſſelbe Refultat. Wenn nämlich die 
Kraft P eine voliftändige Umdrehung ber Schraube bewirkt 
bat, fo ift ihr Angriffspuntt dur den Weg Zar gegangen, 
und ber Widerftand O ift gleichzeitig um die Höhe h eines 
Schranbenganges entweder gehoben oder herabgedrüdt. Da 
alfo Zar und h die gleichzeitigen Wege der Kräfte P und 
QO find, fo findet, für den Fall des Gleichgewichtes, die Pros . 
portion flatt 

P:Q sh: 2an. 
Demnach ift für jede Schraube ein Gleichgewicht vorhanden, 
wenn fich die Kraft zur Laft verhält, wie Die Höhe 
eines Schraubenganges zu derjenigen Beripherie, 
die von dem Angriffspyunfte der Kraft befchrie- 
ben wird. 
8. 196. 
Differentialfcehraube. In Fig. 137 ift eine Vers 
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bindung zweier Schrauben dargeftellt, von welchen Die größere 
AB inwendig ausgehöhlt if, und die Mutter ber kleineren 
DE enthält. Der unbewegliche Rahmen FHGK enthält bei 
G eine Mutter für die größere Schraube, und bei F eine 
vieredig durchbrochene Deffnung, durch welche die vierfantige 
Verlängerung der Tleineren Schraube geht. Beide Schrauben 
find mit Windungen von ungleichen Ganghöhen verfehen, fo 
daß, wenn die Schraube AB durch Drehung in der Mutter 
G heraufgeht, die mit engeren Windungen verfehene Schraube 
DE ſich in die Wushöhlung von jener hineinziehen muß, weil 
die vieredige Deffnung F feine Drehung, fondern nur ein 
gerabliniges Bortrüden derſelben zuläßt. Bei einer vollftän- 
digen Umdrehung der großen Schraube iſt alfo die Bewegung 
der Heinen Schraube gleich der Differenz beiver Ganghöhen, 
weshalb man diefe Verbindung in der Praxis eine Diffe- 
rentialfchraube nennt. 

Bezeichnet alfo h die Ganghöhe der größeren, h’ die 
der Fleineren Schraube, und iſt h> h/, fo burchläuft ber 
Punft D den Weg h—h/, wenn die untere Schraube in 
ihrer Mutter G einmal umgedreht worden if. Denkt man 
fih nun bei C eine Kraft P angebracht, welche normal an 
dem Hebel AC = a wirft, während bei D ein Wider 
fand O zu überwinden ift, fo find 2anz und h—h’ die 
gleichzeitigen Wege diefer beiden Kräfte, und wenn unter 
ihnen ein Gleichgewicht ftattfinden fol, fo muß ſich nad dem 
Carteſiſchen Grundſatze verhalten 

P:Q=h-h:2an; 
oder, bie Kraft zur Laft, wie die Differenz der Gang. 
höhen beider Schrauben zu der vom Angriffspunfte 
ber Kraft befchriebenen Peripherte, 

Diefeldbe Bergleihung findet Anwendung auf die in 
Fig. 138 dargeftellte Conftruction, welche in dieſer Geftalt 
am häufigften in ber Praris gebraucht wird, um bei großen 
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Kraftäußerungen eine leichte Bewegung zu erzeugen. AB 
und CD ſtellen nämlich zwei Schrauben mit Gewinden von 
ungleichen Ganghöhen h, h’ vor, weldhe nur in der Richtung 
ihrer Achfen, von welchen bie eine in der Verlängerung ber 
andern liegt, fortrüden, aber fich nicht um Diefe Achien Drehen 
fönnen. GH iſt ein vierediger Rahmen, der bi G und H 
die Muttern jener Schrauben enthält und vermittelft des hin⸗ 
eingeftedten Snebeld EE um die Achfe AD gedreht werben 
kann. Wirkt an dem Griffe bei F eine gewiſſe Kraft P in 
dem Abftande OP = a von der genannten Achfe, während 
nach der Richtung der leßtern die Widerftände Q = Q' ent- 
gegengefesten Sinnes wirken, fo findet die obige Proportion 
hierauf unmittelbare Anwendung. 

Anmerf. Die zuerft befchriebene Anordnung it von W, Hunter 
erbadht, und von Melville in den Phil. transact. for the Year 1781, 
Vol. LXXT, Part 1. pag. 58 u. f. befannt gemacht, woſelbſt auch 
mehrere nüpliche Anwendungen gezeigt werben. ' 

| $. 197. 

Der materielle Hebel. Im Allgemeinen heißt jedes 
unveränberliche Syſtem von materiellen Bunften, welches von 
einer feften Achfe gehalten wird, um bie es ſich drehen kann, 
ohne aber eine fortgehende Bewegung annehmen zu Fönnen, 
ein Hebel. Wird nun bei der Beflimmung des ©leich- 
gewichtes zwifchen den Kräften, die auf Drehung des Sys 
ſtems wirken, das lebtere als gewichtslos gedacht, fo nennt 
man baffelbe einen mathematifchen Hebel, und von einem 
folchen find die Bedingungen des Gleichgewichtes aus frühe: 
ren Lehren bereits bekannt. Wenn aber das fragliche Syſtem 
ein phuflicher Körper, z. B. eine fchwere prismatifche Stange’ 
ift, deren eigenes Gewicht als eine lothrechte Kraft in ihrem 
Schwerpunfte vereinigt gedacht, und in den Bedingungs⸗ 
Gleichungen des Gleichgewichtes neben den andern auf Dres 
hung wirfenden Kräften beſonders berüdfichtigt wird, fo hat 
man den materiellen Hebel. 
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Bet jedem materiellen Hebel ift alfo, wie man flcht, 
die Kenntniß von der Lage feines Schwerpimftes ein noth⸗ 
wendiges Erforderniß. Hat man fich diefe nach den Lehren 
des vorhergehenden Kapitels verfchafft, fo kann man den 
materiellen Hebel wie einen mathematifchen behandeln, indem 
man nur nöthig hat, außer den gegebenen Kräften noch eine 
lothrechte Kraft, die dem Gewichte des Körpers gleich if, 
im Schwerpunfte anzunehmen. 

Wenn mehrere Kräfte an einem unterftüßten materiellen 
Hebel auf Drehung wirfen, und die Richtungslinien jener 
Kräfte fallen auf verſchiedene Seiten des Stüppunftes, fo 
nennt man den Hebel doppelarmig; legen fie aber fämmt- 
lich auf einer und derfelben Seite des Stügpunftes, fo wirb 
ber Hebel einarmig genamt. Ein fogenannter Winkel⸗ 
hebel entfteht, wenn zwei verfchlevene einarmige Hebel einen 
gemeinfchaftlichen Stuͤtzpunkt haben, und in demſelben auf 
eine unveränderliche Weife fo mit einander verbunden find, 
daß fie einen beliebigen Winkel bilden. 

Diefe Benennungen Haben indeß nur ein technifches 
Interefie, berühren aber die Theorie des Hebels auf feine 
Weiſe, und da lebtere, wie ſchon erwähnt, in den frühern all 
gemeinen Bepingungsgleichungen des Gleichgewichtes enthal⸗ 
ten ift, fo beichränfen wir uns hier auf einige einfache Anwen: 
dungen auf befondere Fälle. 

$. 198. 

Oleihgewiht am Hebel. Zur Erläuterung deſſelben 
mögen folgende zwei Aufgaben genügen. 

1) An dem boppelarmigen Hebel AB (Sig. 139), der 
im Punkte C unterftägt ift, wirft im Anfangspunfte A eine 
gegebene Laſt Q. Im Enppunfte B fol ein Gewicht P auf⸗ 
gehängt werben, welches in Gemeinfchaft mit dem eigenen 
Gewichte des Hebels der Laſt Q das Gleichgewicht haͤlt. 
Man fol die Größe des Gegengewichtes P und die Länge 
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AB des Hebels der Bedingung gemaͤß beſtimmen, daß der 
Druck auf den Unterſtützungspunkt C ein Minimum werde. 

Denkt man ſich das eigene Gewicht des Hebels, welches 
W heißen mag, im Schwerpunfte D als eine vertifale Kraft 
vereinigt, fo hat man als Beringung des Gleichgewichtes 
in Bezug auf Drehung um den Punkt C die flatifche Mo⸗ 
mentengleichung: 

P:-CB+-W-CD = 0:-.CA. 

Mir feben den Hebel, deſſen unbefannte Länge = x fein 
mag, als prismatifch und von gleichmäßiger Schwere voraus, 
fo daß fein Schwerpunft in der Mitte feiner Länge liegt. 
Bezeichnet q das Gewicht einer jeden Längeneinheit, fo ift 
W = xq das Gewicht des ganzen Hebels, und wenn fer 
ner AC = a als gegeben angenommen wird, dann tft OB 
= x—a und CD = 3x— a. Diefe Werthe in obiger 
Gleichung eingefegt, liefern 

P(x—a)-+qgx(jx—a) = Oa, 
woraus fi P= ne Li ergiebt. 
Der Iothrechte Drud auf den Unterflügungspunft iſt nun 
= P+-Q+W, oder, wenn man für P und W bie ent- 
fprechenden Werthe einfegt, gleich 

u ide 2X, ux+Q _ 39° +0x 
Um nun denjenigen Werth von x zu beftimmen, der dieſen 
Drud zu einem Minimum macht, muß bie erfte Ableitung 
gebildet werden, wozu die in No. 25 des Anhangs mitges 
theilte Formel (5) Anwendung findet, Nach derſelben ergiebt 
fi die fragliche Ableitung gleich 

x—2)-AGgz’ +Qx)—- Gy +0Qx) :Alx— a) 
' (x—-38)? | 
ober, wenn bie angezeigten Operationen ausgeführt werden, 
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la? — agx—al 

gleich 34 5 0 

Sofern nun überhaupt ein Marimum oder Minimum zuläfftg 

ift, findet man bie entfprechende Gleichung, indem man ben 

vorigen Ausdruck gleich Null fest. Offenbar braucht dies 

aber bloß mit dem Zähler zu gefchehen, und demnach bat man 
x 22x- 10 = (. 

Aus biefer Gleichung ergiebt fi) nunmehr 


x=at 2420, 


ein Ausprud, der im Allgemeinen fowohl einem Mar. als 
Min. entfprechen kann. Im vorliegenden Balle fol aber das 
letztere ftattfinden, weshalb man denjenigen Werth von x 
nehmen muß, der die zweite Ableitung poſitiv macht; und 
dies ift, wie leicht erhellet, der folgende: 


x-a+ Ver 2 . 


Subftituirt man num dieſen Werth in dem für P gefundenen 
Ausdrucke, fo ergiebt fich derfelbe gleich Ruf. D. h. wenn unter 
den anfänglich aufgefellten Bedingungen die Lat Q am He 
bel AB im Gleichgewichte gehalten werben, und zugleich ber 
Drud auf den Unterflügungspunft ein Minimum fein fol, fo 
darf an dem Hebel Fein Gegengewicht aufgehängt werden, fon= 
bern das eigene Gewicht defielben muß das fragliche Gleichge⸗ 
wicht herftellen und erhalten. Das Gewicht des Hebels ift num 
qx = aq+Yag(aqg +20) 
folglich der Drud auf das Unterlager C gleich 
Q +aq-+YVaq (ag + 20) 

2) Der einarmige Hebel AB (Fig. 140), welcher fi 
in horizontaler Lage befindet und mit dem Ende A auf einem 
feften Unterlager rubet, ift in der Entfernung AC = a vom 
Unterftügungpunfte mit einer Laft O beſchwert. Man foll 
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feine Länge AB = x fo beftimmen, daß eine gegebene, am 
. andern Ende B angebrachte, Tothrecht nach oben wirfende 
Kraft P den Hebel nebft der aufgehängten Laft im Gleich⸗ 
gewichte erhalten Tann. 

Bezeichnet wieder q das Gewicht von jeder Längenein- 
heit des Hebels, fo ift deflen ganzes Gewiht W= qx, und 
wenn bies in dem Schwerpunfte D, d. 5. in der Mitte ber 
Länge AB, vereinigt gedacht wird, fo hat man für den Zus 
ftand des Beichgewichtes die Momenten- Gleichung 

Qa--qgyx.;x=Px, 


oder 7.2000; 
woraus fih durch Entwidlung findet; 
we Pair 


In diefer Formel können Beide Vorzeichen ber Wurzel 
gelten, und daher giebt e8 jedesmal zwei verſchiedene Längen 
des Hebels, für welche ein Gleichgewicht flattfinden Tann. 
Jedoch gilt dies nur fo lange, als beide Werthe von x noch 
zeel find, d. 5. fo lange unter dem Wurzelzeichen P? > 
22q0 if. Bände das Gegentheil von dieſem ftatt, fo 
würde x imaginär ausfallen, und dann gäbe es Feine Hebel- 
länge, die der Beringung des Bleichgewichtes zwifchen ber 
gegebenen Kraft P und den Gewichten Q, W entiprechen 
tönnte. Der kleinſte für P zuläffige Werth ergiebt fich dem- 
nach aus der Gleichung 


P? = 2290; naͤmlich P = du ; 


und für diefen Werth von P wird x — —- = v2. 


Beifp. Für Q — 400 u, q=1I6H 9 a —2 giß findet 
man ben fleinften zuläffigen Werth von P = V2.2.400.16 = 1604. 
Wäre alſo eine größere Kraft, etwa P= 175 #. gegeben, ſo würde man 
für bie beiden Hebellängen x = 15,37 Fuß und x = 6,51 Fuß finden, 
welche beive der Bedingung bed Gleichgewichtes Genüge leiften. 
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$. 199, 


Die fette und loſe Rolle. Jede cylinderfoͤrmige 
Scheibe, die fich frei um ihre Achfe Drehen kann und über 
deren Umfang ein vollfommen biegfames Seil in eine dazu 
ausgearbeiteie Rinne gelegt ift, mittelft welchem zwei Kräfte 
fich gegenfeitig im Gleichgewicht erhalten können, wird eine 
Rolle genannt. 

Die drehende Bewegung der Scheibe gefchieht vermit- 
telft fogenannter Zapfen, welde duͤnne Cylinder find, die 
auf beiden Seiten der Scheibe nach der Richtung ihrer Achfe 
fo weit vortreten, daß fie in Höhlungen von andern Körpern 
oder in Hülfen, die man Zapfenlager nennt, gelegt wer⸗ 
den fönnen, um fie dadurch zu unterflügen. Sind Die Zapfen- 
Iager unbeweglich, während die Rolle fi darin frei drehen 
fann, fo heißt lebtere eine fefte Rolle (Fig. 141). Wenn 
aber eine Drehung der Rolle nur dadurch bewirkt. werden kann, 
daß Die Zapfenlager felbft mit in Bewegung fommen (Fig. 142), 
fo heißt diefe Anorbnumg eine bewegliche ober.lofe Rolle, 

Eine Berbindung von Iofen Rollen, bei welcher nad 
Big. 143 jede Rolle fchwebend getragen wird von einem 
Seile, deflen eines Ende an einem feften Körper, deſſen an⸗ 
deres Ende aber an der Hülfe der nächfifolgenden Rolle 
befeftigt ift, wird ein Rollenzug genannt, 

Wenn dagegen mehrere Rollen in einem gemeinſchaftli⸗ 
chen feften Gehaͤuſe fo angebracht find, daß fie fih unabhängig 
von einander je um ihre Achfe drehen Fönnen, fo nennt man 
biefes Syftem eine Slafche ober einen Kloben. Zur prab 
tifchen Anwendung werben allemal zwei folcher Syſteme da⸗ 
durch mit einander verbunden, daß ein Seil, deſſen eines 
‚Ende an einer der Hülfen befeftigt iſt, abwechfelnd von einem 
Kloben zum andern Über die darin befindlichen Rollen hin 
und herläuft. Dadurch enifteht ein fogenannter Flaſchen⸗ 
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zug, welcher nach Sig. 144 in dem oberen Kloben A aus 
feften, in dem untern B aus Iofen Rollen befteht. 
| $. 200. 
Gleichgewicht der feiten und Iofen Rolle. 

1) An der in Fig. 141 dargeftellten feften Rolle follen 
fi zwei Kräfte P- und © einander das Gleichgewicht hal- 
ten, und zwar mittelft des Geiles PABOQO, welches ben 
zum Mittelpunktöwinfel ACB gehörigen Bogen AB ums 
fpannt. 

Da hier nur eine drehende Bewegung um den Mittels 
punft der Role entftehen fann, in Bezug auf welche ein 
Gleichgewicht ftattfinden fol, fo müflen die Momente beiver 
Kräfte einander gleich fein. Man Tann nun die fefte Rolle 
als einen Winfelbebel ACB beiradhten, CA und CB als 
die Hebelsarme, an welchen die Kräfte P, Q auf Drehung 
wirken, und da jene Hebelsarme offenbar gleich groß find, fü 

müflen auch die genannten Kräfte einander gleich fein. 
| Die fefte Rolle ändert alfo nichts an der Wirkung einer 
Kraft, und kann daher nur dazu dienen, dieſe Wirfung auf 
einen Punkt zu leiten, ber außerhalb ihrer Richtung liegt. 
Sie wird aus dieſem Grunde auch Häufig eine Leitfcheibe 
genannt. 

Das vorftehende Reſultat laͤßt fich aber auch noch auf 
eine andere Weife, unabhängig von der Hebeltheorie, hers 
leiten, wobei fich zugleich der Drud ergiebt, den die beiden 
Kräfte P, Q auf die Zapfenlager ausüben. 

Denkt man fi nämlich an die Stelle der fraglichen 
Lager im Mittelpunfte C eine Kraft angebracht, die dem 
Drude R auf diefelben gleich und gerade entgegen geſetzt if, 
fo muß dieſe Kraft mit den beiden andern Kräften P und Q 
im Gleichgewichte fein. Alle drei Kräfte muͤſſen fich daher 
in einem und demfelben Punkte D fchneiden, und DC repräs 
fentirt folglich die Richtung der Meittelfraft von P und Q, 
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d. h. die Richtung des Druckes, den letztere auf die Achſe 
ausüben. Man ziehe nun die Sehne AB, fo entſteht das 
gleichfchenflige Dreieck ACB, deſſen Seiten auf den Richtungen 
jener Kräfte.normal und alfo den Intenfitäten derfelben pros 
portionirt find. Daher ift 
P:Q:R=AC:BC: AB, 

und weil die Linien AC, BC als Radien eines Kreifes eins 
‘ander gleich find, fo find auch die ihnen proportionalen Kräfte 
P, Q gleich groß. In Bezug auf den DrudR ergiebt fi 
aber das Geſetz, daß ſich jede von den gleichen, das Seil 
fpannenden, Sträften zu dem Drud auf das fefte Zapfenlager 
verhält, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne bed 
vom Seil umfpannten Bogens. 

Eind die an der feften Rolle im Gleichgewicht befind- 
lichen Kräfte parallel mit einander, fo ift die Sehne AB dem 
Durchmefier gleich, und ber Drud auf das Zapfenlager er 
giebt fich dann gleich der Summe beider Kräfte. 

2) In Big. 142 ſei eine loſe Rolle dargeftellt, an deren 
Zapfen C eine Hülfe CD angebracht, und daran die fchmere 
Laft Q aufgehangen ifl. Diefe Laſt werde von der Kraft P 
im Gfeichgewichte gehalten, welche an dem Ende AP pe 
hei E befeftigten Seiles PABE wirft. 

Dentt man fi) anftatt der Befeftigung des Seilendes 
BE nach der Richtung defielben eine Kraft S wirffam, welche 
mit P und Q im Gleichgewicht ift, fo flellt diefelbe die Span⸗ 
nung des Seilendes BE oder den MWiderfland vor, den ber 
Befeftigungspunft E leiften muß. Offenbar wird nun das 
Gleichgewicht zwilchen den drei Kräften P, Q und S nidt 
geftört, wenn man ſich die Hülfe C als ein unbewegliched 
Zapfenlager denft. Aber dadurch reducirt fich die Theorie 
der loſen Rolle auf die der feften, welche im Vorhergehenven 
abgehandelt ift; denn was dort der Drud auf das Zapfen 
lager C war, ift bier die Laft Q, welche mittelft der Hülfe 
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CD am Zapfen hängt. Es finden demnach Hier wie vorhin 
Diefelben Bedingungen des Gleichgewichtes ftatt; d. h. Die 
Zangenten PA, EB müflen fich mit der Richtungslinie CO 
in einem und bemfelben PBunfte fchneiden, und letztere muß 
alfo den Winfel zwifchen den beiden erfteren halbiren. Ueber⸗ 
Dies hat man die Vergleichungen: ; 
Ä P=S mw P:Q=AC:AB, 
Wenn alfo die lofe Rolle im Gleichgewichte ift, fo erleiden 
beide Enden des Seiles, welches die Rolle trägt, einerlei 
Wirkungen, und es verhält ſich die Kraft, welche in 
jedem derſelben angebracht werden muß, zu der am 
Zapfen hangenden Lafl, wie der Halbmeifer der 
Nolle zur Sehne des Bogen, den das Seil um 
fpannt. 

Zu demſelben Refultate gelangt man auch, wenn. man 
die Kräfte P und Q fo betrachtet, als wären fie an dem 
einarmigen Hebel AB im Gleichgewwichte, deſſen Drehpunft 
fih in B befindet. on 
$. 201. 

Gleihgewicht des Rollen- und Flafchenzuges. 

1) Der in Big. 143 dargeftellte Rollenzug beftehe aus 
n lofen Rollen B, C, D, ... N, deren erfte an ihrer Hülfe 
Die Laſt O trägt, während an dem Seilende, welches von 
ver legten Role N über die Leitfcheibe A geht, die Kraft P 
wirft. 

Um für dieſes Syftem die Bedingungen ded Gleichge⸗ 
wichtes zu ermitteln, feien rı, 13, Fay...ra die Halbmefler, s,, 
Ba, Bar... 8a Die Sehnen der von den Seilen umfpannten Bös 
gen der RollenB, C, D, .. N, von welchen B die erfte und 
N die letzte oder nte vorſtellt. Ferner feien pı, Pa» Pas «-- Pa 
die Wirkungen in den Seilenpen, welche die einzelnen Rollen 
je mit den Hülfen der nächftfolgenden verbinden. Betrachtet 
man num dieſe Wirfungen einmal als Kräfte, welche bie zu⸗ 
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Laften, ei en ber nächfifolgenden Rollen anger 
bracht Ed, 10 ergeben ſich hieraus folgende Proportionen: 


pw 7 p :Q=n:8& 
P:p >11: 
Ps : Pp = Ts : Bs 


- Pa: Prı-ı = Ta: Bu 
Gebt man diefe Broportionen zu einer einzigen zufammen, und 
berüdffichtiget dabei, daß nach dem vorigen Paragraphen P 
= p. fein muß, fo entſteht 
P:Q = rılafa...Ta : Sı8a9s...8n- 
Demgemäß findet ein Oleichgewict am Rollenzuge hatt, 
wenn ſich die Kraft zur Laſt verhält, wie das Bros 
dukt aus den Halbmeffern der Rollen, zu dem Bros 
dukte der Sehnen, welde zu ben von ben Seilen 
umfpannten Bögen der Rollen gehören. 

Die vortheilhaftefte Anordnung des Rollenzuges ift of 
fenbar diejenige, mittelft welcher eine gegebene Laft O durch 
die möglichft kleinſte Kraft P im Gleichgewichte gehalten 
werben fann. Dies findet flatt, wenn alle Sellenden ver: 
tifal und alfo parallel mit einander find (wie Figur 131 
ebenfalls zeigt); denn alddann ift der Radius im Verhältnis 
zur Sehne am Feinften, weil leßtere dem Durchmeffer gleich 
iſt. Mit Rüdficht Hierauf, entſteht 

P:Q=1:2s; 
woraus ſich ergiebt = 2 . 
Iſt daher die Laft gegeben, fo findet man die zum Gleich⸗ 
gewicht erforderliche Kraft, wenn jene burch diejenige Po« 


tenz der Zahl 2 dividirt wird, beren Exponent der Anzahl 
der loſen Rollen gleich if. 
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2) In Fig. 144 find zwei verſchiedene Anordnungen 
von Plafchenzügen dargeftellt, Dabei bedeutet P die Kraft, 
welche an dem nicht befeftigten Seilende wirfen mis, um 
mittelft des Alafchenzuges einer gegebenen Laſt Q, „ie am 
untern Kloben hängt, das Gleichgewicht zu Halten. Zur 
Beftimmung diefer Kraft dient die Bemerkung, daß fich für 
den Fall des Gleichgewichtes das Gewicht Q auf alle Seil- 
enden, welche die Kloben mit einander verbinden, gleichmäßig 
vertheilt, und daß alfo die Kraft P nur fo groß zu fein 
braucht als derjenige Theil der Laft, welcher auf das Seil- 
ende fommt, an deſſen Verlängerung die genannte Kraft an⸗ 
gebracht if. Wäre alfo die Anzahl der verbindenden Seil 
enden = n, basjenige nicht mitgezählt, woran die Kraft 
wirft, fo ift 


1 
P= „2. 


Durch Anwendung des Carteſiſchen Grundſatzes laͤßt 
fich dieſes Refultat ebenfalls Leicht herleiten, wenn man an⸗ 
nimmt, daß der mit dem Gewichte Q befchwerte Kloben um 
ven Weg a gehoben wird, wo fich dann alle Sellenden, mit 
Ausnahme des von der Kraft P ergriffenen, um bie Zänge 
a verfürzen müflen, wenn fie wieder gleichmäßig gefpannt 
fein folen. Der Angriffspunft der Kraft P muß alfo den 
Weg na durchlaufen, wenn die Laft Q auf die Höhe a ge 
hoben werden fol, und daher verhält fich 


P:Q =a:na; nihlinP = 20. 


Es ift leicht einzufehen, daß die Größe n auch die An⸗ 
zahl der feften und Iofen Rollen in beiden Kloben audprüdt. 
Daher findet man die zum Gleichgewicht am Flaſchenzuge 
erforderliche Kraft, indem man die zu hebende Laft mit 
der Sefammtzahl der feften und Iofen Rollen bei- 
der Kloben dividirt. 


I, 


24 
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8. 202. 

Das Rad an der Welle. Wird eine Freisförmige 
Scheibe mit einem Eylinder von geringerem Durchmefier fo 
zu einem feften Syftem verbunden, daß die Achfe des Cylin⸗ 
ders auf der Ebene der Scheibe in derem Mittelpunfte nor» 
mal iſt, und zugleich die Achſe dergeftalt unterftügt, daß nur 
eine drehende Bewegung um fie flattfinden kann, fo heißt 
diefe Vorrichtung das Rad an der Welle Man nennt 
nämlich die SKreisfcheibe das Rad und den Eylinder, womit 
fie feft verbunden ift, die Welle. Lebtere tft an ihren En- 
den mit contentriſch eingefepten Zapfen verfehen, bie nad) 
der Richtung der Achfe vortreten und in paffenden Lagern 
ruhen, worin fie fich frei drehen koͤnnen. 

Sollen fih an diefem Syſteme zwei Kräfte in Bezug auf 
Drehung dad Sleihgewicht halten, fo kann man annehmen, 
daß eine von dieſen Kräften im Umfange des Rades nad) 
der Richtung einer in befien Ebene liegenden Tangente, vie 
andere aber im Umfange der Welle ebenfalls nach tangen- 
tialer Richtung wirkt. Gewöhnlich wird dann jene aus⸗ 
fchließlih die Kraft, diefe aber der Widerftand oder die 
Laft genannt. Man kann aber auch annehmen, daß beide 
Kräfte in den Umfängen zweier Kreisfcheiben, die in ber be 
ſchriebenen Weife mit einer gemeinfchaftlichen Welle zu einem 
feften Syſtem verbunden find, je nach tangentialer Richtung 
wirfen. Betrachtet man dann bie eine von dieſen Kräften 
vorzugsweife als Kraft, die andere hingegen als eine Laft, 
welche von jener im Gleichgewicht erhalten wird, fo pflegt 
man bie zugehörigen Kreisfcheiben bezüglich das Kraftrad 
und das Laftrad zu nennen. 

Aus dem Geſagten geht Schon hervor, daß beide Kraͤfte 
nicht in einer und berfelben Ebene, fondern in zwei paralle- 
len Ebenen liegen, was aber auf die Größe ihres Strebens 
zur Drehung um die gemeinfchaftliche Achfe feinen Einfluß 


| 
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hat. Sofern es ſich alſo bloß um eine Vergleichung zwiſchen 
den Sntenfitäten beider Kräfte in Bezug auf das genannte 
Streben derfelben handelt, kann man ihre Richtungslinien 
auf eine und diefelbe Ebene projicirt denfen, was dem Ans 
fänger zur Erleichterung des DVerftänbnifies dienen mag. 

$. 203. 

Bleihgewicht des Rades an der Welle Die 
Sigur 145 ftelle dieſes Syftem in der Projection auf eine 
Ebene dar, welche auf der Wellenachfe normal if. AA’ ſei 
das Kraftrad, BB’ die Welle oder das Laſtrad, und in C 
feien die Zapfen der Welle vorgeftellt. Die mit einander im 
Gleichgewicht befindlichen Kräfte P und Q wirfen in ben 
Umfängen jener Räder nad) den Richtungen der Tangenten 
AP, BO, auf welchen die Halbmefler CA, CB ſenkrecht 
find. 2ebtere bilden offenbar die Hebeldarme jener Kräfte, 
und da nur eine Drehung um die bei C proficirte Achſe 
ftattfinden kann, weil die unverrüdbaren Zapfenlager jede 
fortgehende Bewegung verhindern, fo ift Gleichgewicht vor- 
handen, fobald die ftatifchen Momente von P und Q ein« 
ander gleich find. Denmad hat man alfo: 

65) P-AC = 0:-BC, 

ober P:Q = BC:AC;. 

wonach alfo die beiden mit einander im Gleichgewicht befind«- 
lichen Kräfte fih umgefehrt wie die Halbmeifer ber 
Räder verhalten, in deren Umfängen fie wirken. 

Dies Geſetz läßt ſich auch auf ähnliche Weife, wie bei 
der feften Rolle, folgendermaßen herleiten; Man verlängere 
die NRichtungslinien PA, OB, bis fie fi in D fchneiden, 
und nehme hier die Mittelfraft von P und Q, fo muß deren 
Richtungslinie DR dur den Mittelpunkt C gehen, weil 
fonft eine Drehung um dieſen Punkt entfichen würde. Sind 
nun E und F die Durchfehnittspunfte der beiden concen« 
trifchen Kreisumfänge mit den Halbmefieen CA, CB oder 

24* 
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deren Verlängerung, und man zieht die Verbindungslinie PF, 
fo fteht diefe auf CR fenfrecht. Dies ift mit Hülfe des über 
CD als Durchmefler zu befchreibenben Kreifes, welcher Durch 
die Bunfte A und B gehen muß, und der Gongruenz der 
beiden Dreiede ABC und EFC unfchwer zu beweifen, wes⸗ 
halb die weitere Ausführung dem Lefer überlafien bleiben möge. 

Das Dreied EFC bat aber nun eine folche Lage, daß 
feine Seiten auf den Richtungen ber drei Kräfte P, Q und 
R ſenkrecht find, woraus mit Rüdfiht auf $. 42, 2) Die 
Proportion folgt: 

P:Q:R = CE:CF:EF.,. 
oder, weil CE = CB, CF = CA und EF = AB ifl, 
(2) P:O:R = CB:CA:AB. 

Durch diefe Proportion find nun die mit einander im 
Bleichgewicht befindlichen Kräfte nicht bloß unter fi, fon- 
dern auch mit ihrer Mittelfraft in Beziehung gefeht, welche 
leßtere den Drud auf die Achfe darftellt, fofern er von jenen 
Kräften allein herrührt. 

Berlangt man aber ben gefammien Drud R zu. wifien, 
ben die beiden Kräfte P, Q in Verbindung mit dem eignen 
Gewicht W des Rades und der Welle auf die Zapfenlager 
ausüben, fo müflen die Winfel & und 9, welche die Rich⸗ 
tungen jener Kräfte gegen eine durch den Mittelpunkt C ges 
zogene Horizontallinie beffimmen, gegeben fein. Der frag- 
liche Druck ift offenbar nichts anderes, als die Mittelfraft 
von den drei nicht parallelen Kräften P, Q und W, von 
denen die letzte nach vertikaler Richtung wirkt, und zur Bes 
ſtimmung dieſer Mitteltraft bat mon alfo, ihre Richtung 
gegen bie Horizontale mit @ bezeichnend, nach 8. 79 folgende 
Gleichungen: 

RSino = PSine +QSnß + W; 
RCoae = PCasa« + 0CosP. 
Aus ihnen findet man auf befannte Weife 
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(3) R=VPSineFOSinFrW)’+ (P Cosa +0 00sB}, 
PSinx 4 O Sin +W 
(4) Tango = a QCos 
Eigentlich gelten die letzten Gleichungen nur fuͤr den 
Fall, daß die drei Kräfte P,Q und W in einer und der⸗ 
felben Ebene liegen. Wenn gleich nun diefe befondere Bor- 
ausfegung nicht gemacht wurde, fo können doch jene Refultate 
als folche Näherungswerthe betrachtet werben, die ſich nur 
wenig von der Wahrheit entfernen. 
Beifpiel. Für Q = 1200 45 BE=1; AC=%; « = 120°; 
— 50% W = 330 4, findet man P = 300 45. R = 16322 4, 
und og = 67° 283‘. 
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Sn manchen Fällen ift e8 erforderlich, den Drud auf 
jedes einzelne Zapfenlager zu kennen; alsdann Tann man 
auf folgendem Wege zu diefer Kenntniß gelangen. 

Stellt nämli Fig. 146 die perfpectivifche Anficht des 
Rades an der Welle vor, fo fei B'B" = 1 die Länge der 
Belle, B'C = a der Abftand des Rades vom Zapfenlager 
B’ und B'B = b ber Abftand des Angriffspunftes der Kraft 
O von demfelben Zapfenlager. 

Aus P entipringen zwei Preffungen P’ und P" auf bie 
Zapfenlager B’ und B“, nach den mit AP parallelen Rich» 
tungen A’P’ und A”P", welche nad) $. 58 folgenbergeftalt 
gefunden werben: 


u — 

- Euer, 
BC a 
u’ I, = — 


In derſelben Art erhält man aus Q die Breffungen Q' und 
Q" auf die genannten Zapfenlager, nach den mit BQ pa⸗ 
tallelen Richtungen B'Q' und B"’Q", nämlich: 
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ı_ BB" _ Ib 
(= = az 9 = —:ß; 


„BP » 
N = yP_' 0- ·O. 


Nach lothrechter Richtung erleiden "he beiden Zapfenlager, 
wenn man das Gewicht der Welle mit U, und das des Ras 
des mit V bezeichnet, die Prefiungen 


w’ - u; CB 


B“ 
BB" ‘V= ıu+1Z "Tr 2. v; 
Ww'= u CB ‚V= Ur —- V. 
J X 3 


Sept man nun in die zweite Formel des vorigen Paragras 
phen, an die Stelle von P, Q und W, einmal die Größen 
P/, O0’, W’ und dann P", Q", W“, fo findet man nad 
einander 
a) R' = Y(P'Cos« +Q’Cos?)? -+(P'Sin«+Q'Sin®+ W‘)* 
R" = V(P”Cosc+Q”Cosß)?+(P"Sine+Q"Sinf+W")? 
welches die Preffungen auf die Zapfenlager B’ und B” find. 
WIN man ihre Richtungen o’ und 0" wiſſen, fo ergeben ſich 
diefe mittelft der folgenden Gleichungen: 
P'Sin«+0Q'Sinf + W' 

P'Cos«+0Q'Cosß 
P"Sin&-+Q'"Sind-+-W" 

P"Cos&e -+-Q"Cosß ' 

Wirken die Kräfte P und Q nad) lothrechten Richtun« 
gen, fo find die Winkel ©, A Rechte, folglich ihre Coſinuſſe 
= 0 und ihre Sinuffe = 1; daher entfteht: 
a(P+-V)+bQ-+31U 

I. 
Die Werthe (2) der Tangenten von o’ und o” ergeben ſich 
für diefen befondern Fall beide = co; folglich find die zu- 


Tango’ = 
(2 





Tango" pa: 


(3) 
R” Pau P'+ 0'+ WW’ = 
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gehörigen Winfel ebenfalls Rechte, und die Zapfenlager er- 
leiden daher die Prefjungen (3) nach Iothrechten Richtungen, 
Beifpiel. Mit Rüchkſicht auf bie in dem Beifpiel, am Ende bes 
vorigen Paragraphen, angegebenen Zahlenwerthe, fei noh 1=6, a4‘, 
b=?7, VU 226 M, V= 104 Ü gegeben, fo findet man, zufolge 
der vorigen Formeln, PP = 100; P” = 200; Q' = 800; Q" = 400; 
w’ = 1477; W" = 1823, und demgemäß 
R = 966,05 U; ꝙ = 70° 30' 4"; 
R” = 680,41 45 0" = 76° 38° 42". 
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Gleichgewicht ver Räderwerfe. Unter einem Rä«- 
derwerke verfteht man eine Verbindung von mehreren mit 
Nädern verfehbenen Wellen, in folcher Art, daß feine diefer 
Mellen gedreht werden kann, ohne diefe Bewegung gleich- 
zeitig den andern mitzutheilen. “Die Verbindung der vers 
fchievenen Wellen kann dadurch ‚bewirkt werben, daß ein voll- 
fommen biegfames Seil ohne Ende über den Umfang eines 
jenen Rades und zugleich über den Mantel der nächiten 
Welle, oder einer darauf befeftigten Scheibe läuft (Big. 147), 
wobei es in einer folden Spannung erhalten werden muß, 
daß es über dieſe Umfänge durchaus nicht gleiten fann. An⸗ 
dere Mittel zur Hervorbringung einer gleichzeitigen Drehung 
ſaͤmmtlicher Wellen des Räderwerfes, wie 5. B. Verzahnun- 
gen, brauchen bier nicht angeführt zu werden, da hiervon das 
Nöthige im zweiten Theile der Statik vorkommen wird. 

Sei nun P die Kraft am Umfange des erften Rades, 
O die Laft im Mantel der lebten Welle, welche von ber ge 
nannten Kraft im Gleichgewicht erhalten werben foll; feien 
ferner R, R’, R", ꝛc. die Halbmeſſer der Räder; rn, r', r", ıc. 
die Halbmefler der zugehörigen Wellen und p, p‘, p", ⁊c. die 
Spannungen in den umlaufenden Seilen, fo Tann man biefe 
Spannungen für die Wellen, um welche die Seile laufen, als 
Laften, und für die Räder, über deren Umfänge fie laufen, 
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als Kräfte betrachten. Da nun das Gleichgewicht in der 
Mafchine nur dann beſtehen Fan, wenn jede Welle für fi) 
im Gfleichgewichte ift, jo hat man folgende Bergleichungen: 


P:p=r:R 
p:pf=r:R 
p:Q=r":R’ u. ſ. w. 


welche Proportionen, mit einander verbunden, die folgende 
liefern: | 
P:Q = ır'r":RR’R". 

D. bh. Für das Bleihgewiht am Räderwerfe muß 
fi die Kraft zur Laft verhalten, wie das Produkt 
aus den Halbmeffern der Wellen zum Produfte 
aus den Halbmeffern der Räder. 

Käme ed darauf an, bie einzelnen Zwiſchenwirkungen 
p, p'...2c. zu beſtimmen, fo kann dies mittelfi der obigen 
Proportionen ebenfalls leicht gefchehen. 


$. 206, 


Gleihgewicht am Krummzapfen. Es fielle AAY, 
dig. 148, ein Rad an der Welle und CD einen Arm vor, 
der mit der Fortſetzung eines der Wellgapfen in rechtwink⸗ 
liger Stellung zu demfelben feft verbunden if. Am äußeren 
Ende D des Armes ift ein feitwärts vortretender Knopf — 
die fogenannte Warze — angebradit, deſſen rundgedrehter 
Hals von einer Stange DO Cder Lenk⸗ oder Bläuel- 
ftange) vermittelt einer Oſe umfaßt wird. Der Arm 
CD mit dem zugehörigen Wellzapfen und der Ware D, 
welche Theile gewöhnlich aus einem Stüde beſtehen, wird 
in der Praris eine Kurbel ober ein Krummzapfen ge 
nannt, und der Zweck biefer Vorrichtung befteht Darin, eine 
brehende Bewegung in eine bins und hergehende, ober um⸗ 
gelehrt, zu verwandeln. 
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Denkt man fich nämlich die Welle um ihre Achfe ge« 
dreht, fo dreht fich auch der mit ihr verbundene Krumm⸗ 
zapſen um diefelbe Achfe, und der Mittelpunft feiner Warze 
befchreibt einen Kreis, welcher Durch BB’ dargeftellt ift. Die 
Lenkftange DO wird aber dadurch bei jeder Umdrehung um 
den Durchmefier des genannten Kreifes einmal bin und her 
bewegt, wobei fie entweber fich felbft ſtets parallel bleibt, 
oder eine fortwährend veränderte Lage erhält. 

Wie nun umgefehrt aus der hin⸗ und hergehenden Be⸗ 
wegung der Lenfftange mittelft des Krummzapfens eine dre⸗ 
hende Bewegung des Rades an ber Welle hervorgehen kann, 
wird für fich beutlich fein. Wir feben hier den erften Fall 
voraus, indem wir zugleih annehmen, daß die Lenkſtange 
ſtets mit fich felbft parallel bleibt. Außerdem werde voraus⸗ 
gefeht, daß im Umfange des Rades eine Kraft P, in der 
Richtung der Lenkftange aber ein Widerftand Q wirft, und 
zwar lesterer jedesmal der Bewegung dieſer Stange gerade 
entgegen. Soll nun zwifchen dieſen beiden Kräften ein fort« 
währendes Gleichgewicht flattfinden, fo Tann diefe Bedingung 
nur dadurch erfüllt werden, daß das Verhältniß ihrer Inten⸗ 
fitäten zu einander nach Maaßgabe der Stellung des Krumm⸗ 
zapfens fi ändert. Für die in Fig. 148 angenommene Stel- 
lung findet man 3. B. das fraglidhe Verhältniß folgender 
Geſtalt: | 

Man fälle aus dem Mittelpunfte C den Perpendikel 
CE auf die verlängerte Richtung von Q, fo ftellt derfelbe 
den Hebeldarm vor, an welchem biefe Kraft der Drehung 
widerſteht, welche P am Hebelsarm CA hervorzubringen 
firebt, und für die Bedingung des Gleichgewichtes hat man 
daher 

P-AC = 0:CE; 
Zieht man den Durchmefler AA’ parallel mit der Richtung 
von Q, und bezeichnet ven Winkel BCD, der die Stellung 
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des Armed CD gegen jenen Durchmefier beftimmt, mit «, 


die Länge von CD mit a, die von CA mit r, fo if CE 
== aSin« und alfo 
(1) P.-r = Q-aSine. 

Diefe Gleichung giebt nun die veränderliche Beziehung, 
welche zwifchen den Kräften P und O ftattfinden muß, wenn 
diefelben für alle Werthe von «, d. h. für alle möglichen 
Stellungen des Krummzapfens, mit einander im Gleichge- 
wichte fein follen. In der Praris ift Q gewöhnlich ein ſich 
ſteis gleichbleibender Widerftand, nur barin veränderlich, daß 
er bei der Bin- und bergehenden Bewegung der Lenfftange 
feine Richtung abwechfelnd in die entgegengefehte verwandelt. 
Betrachtet man diefen beftändigen Widerſtand als gegeben, fo 
ergiebt fich für die Intenfität der, ihm das Gleichgewicht hal⸗ 
haltenden, Kraft die Formel 

P= — Q8ine. 
Diefelbe liefert P = 0 fowohl für « = 0, als au für « 
= 2 R.; dagegen P= —Q re=1R und — 3R. 
Jene Werthe entſprechen den Stellungen des Krummzapfens, 
wo ſich der Mittelpunkt feiner Warze in B und B’, dieſe 
Dagegen den Stellungen, wo fich derfelbe um 90 Grade von 
den vorigen Punkten entfernt in F' und F’ befindet. 

Wenn alfo der in der Lenkftange wirfende MWiderftand 
als beftändig vorausgefegt wird, fo erreicht Die zu feiner 


Überwindung im Umfange des Rabes erforderliche Kraft bei 
jeder Umdrehung deſſelben zweimal den kleinſten Werth = 0 


und zweimal den größten = —Q. 
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Mittelwerth der Kraft am Krummzapfen. Da 


ſich eine nach beftimmten Gefegen veränderliche Kraft zum 
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Mafchinenbetriebe praftifh nicht herftellen laͤßt, fo iſt man 
genöthigt, mit Verzichtleiftung auf das fortwährende Gleich» 
gewicht zwifchen Kraft und Widerftand, einen paflenden Mit- 
telwerth für erftere in Anwendung zu bringen. Letzterer 
wird erhalten, wenn man die im Umfange des Rades AA’ 
(dig. 148) erforberliche Kraft P für alle Stellungen berech⸗ 
net, in die der Krummzapfen CD bei jedem Hin- und Her⸗ 
gange der Lenkſtange nach einander gelangt, und die Summe 
diefer Werthe von P durch die Anzahl derſelben dividirt. 

Um viefes Verfahren in Ausübung zu dringen, denke 
man fi) den KHalbfreis BFB’ in n gleiche Theile geiheikt, 
und aus den Theilpunften gerade Linien nad) dem Mittels 
punfte C gezogen, fo entftehen hier n gleiche Centriwinkel, 
deren Summe gleich zweien Rechten if. Bezeichnet man 
alfo jeden diefer Eentriwinfel, in Bogenmaaß für den Halb⸗ 
mefjer = 1 genommen, mit 9, fo ft np = zn. Wenn nun 
der Mittelpunft der Warze D nach einander im erften, zwei⸗ 
ten, dritten Theilpunkte, u. f. f. gedacht wird, fo ergeben fich 
die entfprechenden Werthe von P, indem man in ber zweiten 
Formel des vorigen Paragraphen für « nach einander die 
Werthe 9, 29, 39,....np einſetzt; nämlich gleich 


-Q8Sing; -QSin2p; -Q8in39; ..- QSinng. 
Der fragliche Mittelwerth ift daher 
P= "V Sinp-+Sin2p-+Sin3p + ... + Sinny], 


wo ed nunmehr noch darauf ankommt, die Summe ber ein- 
geflammerten Reihe, welche durch ZSinng bezeichnet werben 
mag, zu finden. Nach Bormel (4) in Nr. 20 des Anhangs 
ift aber 
. _ Sinng — Sio(n+1)yp -+Sinp 
=Sinngp Cd 
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weicher Ausdruck fih, wenn man für np ben zugehörigen 

Werth  einfebt, auf folgenden reducirt: 

Sinæ — Sin(@+Yp)+ Sing _ _ Sing 
2(1— Cos ꝙ) 1—Cosp 

Bekanntlich ift nun Sing = 2Sn4pCoszp und L—Cosp 

«= 2Sin;p?; und mit Rüdficht auf diefe Werthe findet man 

demnaͤchſt 


ZSinony = 


P= alSmy _ 2aQ · Cosàꝙ 

rn(l—Cosy) rn-Sinzp ' 
Diefe Formel liefert nun den gefuchten Mittelwerth der 
zur Bewegung des Krummzapfend erforderlichen Kraft offen⸗ 
bar deſto genauer, je größer die Anzahl der gleichen Theile 
it, in die man den Halbfreis BEB' geiheilt hat; d. h. je 
größer n, und folglich je Heiner ꝙ angenommen wird. Gie 
giebt Daher einen vollfommen genauen Werth von P, wenn 
man n unendlich groß, 9 alfo unendlich Hein annimmt. — 
Für unendlich Heine Winkel fann man aber den Coſinus 
gleich eins und den Sinus glei dem zugehörigen Bogen 
feßen, fo daß alfo der genaue Mittelmerth der bewegenden 
Kraft nach obiger Formel gefunden wird, Indem man darin 

Cos3p = 1 und Sinzp = 39 feht. Dadurch entfteht 


oder, weil nach der Vorausfehung np =  ift, 
2a 
P=-—.0. 


Daſſelbe Refultat laͤßt fich auch noch auf einem Fürzeren 
Wege, nämlich durch eine einfache Anwendung des Cartefi- 
fchen Grundſatzes, herleiten, nur daß es dabei nicht als das 
arithmetifche Mittel aller Kraftäußerungen hervortritt, die 
während jedes Hin⸗ und jedes Herganges der Lenfftange er- 
forderlich find. 

Um Dies noch zu zeigen, denke man fi den Mittel 
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punft der Kurbelwarze zuerſt im Anfangspunkte B des mit 
der Lenfftange parallelen Durchmeflerd, und laſſe dann das 
Rad AA’ eine halbe Umdrehung machen, fo daß die Warze, 
nachdem ihr Mittelpunkt durch den Halbfreis BEB’ gegangen 
ift, nach B’ fümmt. Da nun die Lenfftange während biefer 
Bewegung fich felbft ſtets parallel bleibt, fo ift BB’ = 2a 
der vom Widerftande Q durchlaufene Weg, während ver 
. gleichzeitige Weg der Kraft P gleich zr ifl. Nach dem Gars 
teftfchen Orundfage hat man daher 


2a 
P:Q = 2a:nı; aAlpP= ar 8: 


Anmer!. Die Praktiker berechnen den Mittelwert) ber beivegenben 
Kraft des Krummzapfens gewöhnlich für ven mittleren Stand des Kur⸗ 
belarmes, in welchem derſelbe mit der Lenfftange einen Winfel von 45 
Graben bildet. Nach (2) des vorigen 8. ergiebt fich aber für « = 45° 


P= -0-Sin45 = 2 ıy = 0,707 2, 


während nach obiger Formel P = 0,687. 2 if. Daher Hiefert erfere 


Berechnungsweiſe ein Refultat, welches um etwa 11 Prosent größer iſt, 
als ber wahre Mittelwerih der bewegenden Kraft. 
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Wiegevorrihtungen oder Waagen find im Allge 
meinen eine befondere Art einfacher Maſchinen — meift He= 
belverbindungen — dazu beflimmt, zwei Kräfte, von benen 
die eine unbefannt ift, mit einander ins Gleichgewicht zu 
bringen, und aus den Bedingungen des Gleichgewichtes Die 
Ssntenfität der unbefannten Kraft zu beflimmen. Sn biefer 
allgemeinen Auffaffung führen jene Vorrichtungen den Ramen 
der Kraftimeffer (Dynamometer), während fie insbe⸗ 
fondere Waagen genannt werben, fobald fie als Hülfsmittel 
zur Beſtimmung bes unbefannten Gewichts der Körper mit- 
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tel bekannter Gegengewichte, d. 5. zum Wiegen, benupt 
werden. 

Diefe verichienenen Benennungen deuten alfo nicht ſo⸗ 
wohl auf eine Verfchiebenartigfeit der Anordnung biefer Vor⸗ 
richtungen, als vielmehr nur auf die technifche Anwendung 
derfelben bin. Denn ver Natur der Sache nad) kann jebe 
Waage als Kraftmefier, wie umgefehrt, jeder Kraftmefier als 
Waage dienen, und in der That werden die genannten Ap⸗ 
parate fehr häufig zu beiden Zweden benutzt. Der Unter- 
ſchied liegt alfo nur in der verfchievenen Benennung, welche 
aus dem gewerblichen Verkehr herübergefommen iſt; er fällt 
für die theoretifche Betrachtung fogleich fort, wenn man flatt 
des Wortes Waage, das vielleicht begeichnendere Wort Ges 
wichtsmeffer fest, und fich dabei erinnert, daß ein Ges 
wicht eben nichts anderes ift als eine Kraft, nämlich eine 
Schwerkraft, und daß auch von andern Kräften die In⸗ 
tenfitäten nur durch Vergleichung mit Gewichten gemeffen. zu 
werben pflegen. 

Es muß indeß bemerkt werben, daß die obige Shentität 
der Gewichts⸗ und Kraftmeſſer mur im ftatifchen Sinne zu 
nehmen tft, wogegen in ver praftiihen Mechanik auch Ap⸗ 
yarate zur Anwendung fommen, um neben der Intenfität 
einer bewegenden Kraft zugleich die Größe ber von ihr in 
einer beftimmten Zeit hervorgebrachten Bewegung, ober viel- 
mehr das. Broduft beider Größen, zu meflen. Don biejen 
Apparaten, welche ebenfall8 Dynamometer genannt werben, 
fann bier natürlich nicht die Rede fein. 

Bei denjenigen Gewichts⸗ oder Kraftmeſſern, welche ihrer 
theoretifchen Grundlage nach hieher gehören, und von wel⸗ 
chen in den nächftfolgenden 88. die gebräuchlichften näher be= 
trachtet werben follen, ift e8 ein Haupterforberniß ihrer prafs 
tifchen .Brauchbarfeit, daß fie vermöge ihrer Eonftruction fo 
viel wie irgend möglich frei find, von allen Reibungen und 
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fonftigen Nebenhindernifien. Denn da die letztern niemals mit 
der erforderlichen Genauigkeit beftimmt werben können, fo 
würden fie die Refultate der Meffung zu fehr beeinträchtigen 
und dadurch unzuverläffig, ja ganz unbrauchbar, machen. 

Aus diefem Grunde, und in Übereinſtimmung mit dem 
bisher bei der Ausarbeitung dieſes Buches befolgten Plane, 
foU bier die Theorie der in Rede befindlichen Vorrichtungen 
ohne alle Rüdficht auf etwanige Nebenhinderniffe dargelegt 
werden. 

6. 209, 

Die gemeine Krämerwaage, vielleicht die ältefte 
aller befannten Wiegevorrichtungen, befteht aus. einem dop⸗ 
pelarmigen Hebel AB (Fig. 149), dem Waagebalfen, der 
in feiner Mitte bei C unterftügt und an beiden Enden mit 
frei herabhängenden Schalen zur Aufnahme der zu wiegen- 
den Körper verfehen ift. Legt man in beide Schalen gleiche 
Gewichte Q, fo muß der Waagebalfen genau horizontal 
ftehen, wogegen ein Mehrgewicht P in der einen Schale 
biefelbe herabdrüdt und einen fehrägen Stand A'B’ des Bal- 
fens Herbeiführt. Die mit dem Waagebalfen verbundene 
Zunge CE zeigt diefen fchrägen Stand an, durch den Wins 
fell ECE' = x, den man den Ausfchlag nennt, und nad) 
defien Größe die Empfindlichkeit der Waage beurtheilt wird. 
Daher kömmt es darauf an, die Umſtaͤnde zu ermitteln, welche 
hierauf Einfluß haben, und darin befteht die Theorie der 
in Rede befindlichen Vorrichtung. 

Um diefelbe zu entwideln, denfe man fich die Aufhänge- 
punfte A und B der beiden Waagfchalen durch eine gerade 
Linie AB verbunden, und durch den Unterftüßungspunft C 
des Waagebalkens eine Horizontale Linie KL gelegt, auf 
welche aus den Punften A, B die Perpendikel AK, BL 
gefällt werden. Bezeichnet man bie Längen der gleichen Arme 
AD = BD mit a, dann ift für den horizontalen Stand 
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des Balfens au) KC = LC = a, und biefe Linien bilden 
die Hebelsarme in Bezug auf den Drehpunft C, an welchen 
die mit gleichen Gewichten O belajteten Schalen fih ein- 
ander dad Gleichgewicht halten. Der Schwerpunft G der 
unbelafteten Waage liegt dabei, wie auch ber Mittelpunft D, 
fenfrecht unter dem Drehpunkte C, defien Abflände CG, CD 
von jenen Punkten bezüglich Durch b und c bezeichnet wer⸗ 
den follen. 

Diefer horizontale Gleichgewichtsftand hört auf, ſobald 
man zu der Belaftung Q der einen, etwa der rechten, Schale 
ein Tlbergewicht P legt, woburd die Mittellinie AB des 
Balfens in die fchräge Lage A'B’, der Schwerpunft G aber 
feitwärts der Vertikale CG nah G’ gebracht wird. Das 
im letzteren vereinigt zu denkende Gewicht W ber unbelafte- 
ten Vorrichtung erhält dadurch einen Hebelsarm CH, an 
bem es der ferneren Drehung widerſteht, bergeftalt, daß die 
Vorrichtung in der fehrägen Lage auf’s neue zum Gleichges 
wichte kommen kann. Fällt man nämlih aus A’ und B’ 
die Berpenbifel A'K', B'L’ auf Die Horizontale KL, fo find 
CK', CL’ die Hebeldarme der ungleihen Kräfte Q umd 
P-+0Q, und es ergiebt fi) die Bedingungsgleichung bes 
Gleichgewichtes: 

Q0:CK' . CIV (P+0): CL‘. 

In diefer Gleichung ift aber, wie ſich leicht finden laͤßt, 
CH = bSinx, CK' = aCosx-+cSinx, CL’= aCosx 
— cSinx, und durch Einfegung diefer Werthe findet man: 
Q(aCosxteSinx)+WbSinx = (P+Q)(aCosx-cSinx). 
Zur Beftimmung des fraglichen Ausfchlages ergiebt fi nun 
(1) Tangx = —— — 

CGCP20) -bW 
ein Ausdruck, der zu folgenden Schlüffen Anlaß giebt: 
I) Der Ausſchlag x iſt defto merklicher, die Wange alfo 
befto empfindlicher, je größer unter übrigens gleichen Umſtaͤn⸗ 
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den die Länge a der beiden Arme, oder je größer bie Länge 
des ganzen Waagebalkens ift. 

2) Daß mit der Größe des Übergewichtes P auch der 
Ausfchlag zunehmen muß, wie die "obige Formel zeigt, ift 
fhon für fich einleuchtend. 

3) Dagegen wird die Empfindlichfeit durch die urfprüng- 
liche Belaftung @ der beiden Waagfchalen vermindert, und 
zwar befto mehr, je größer CD = c ift. Sol dieſer Uebel⸗ 
ftand befeitigt werben, fo muß c = 0 fein, d. h. der Unter- 
flüßungspunft C muß mit den beiden Aufhängepunften A 
und B in einer geraden Linie liegen, wie es auch bei allen 
feinen Waagen der Sal iſt. Died vorausgefeht, fo verwan- 
delt fich der obige Ausdruck in folgenden: 

ap 
I) | Tangx= bw 

4) Der Ausfchlag x wird ferner defto größer, je kleiner 
das eigne Gewicht W der unbelafteten Vorrichtung ifl. Um 
daher die Empfindlichkeit der Waage zu fleigern, muß ihr 
Balken möglichft leicht Fonftruirt werben, was -einigermaaßen 
mit der erften Bedingung einer möglichft großen Länge def: 
felben im Widerfpruch fteht. Beide Bedingungen laſſen fich 
nur infoweit vereinigen, als es die nicht außer Acht zu lafs 
fende Rüdficht auf die der Belaftung entfprechende Feftigfeit 
und Unbiegfamfeit des Balkens geftattet, was der Künftler 
in jedem befondern Falle beurtheilen muß. “ 

5) Endlich hat die Größe CG = b einen entfchiedenen 
Einfluß auf die Empfindlichfeit der Waage, und zwar iſt 
nad, Formel CH) die Tangente von x jener Größe umges 
fehrt proportional. Darin ift ein häufig benugtes Mittel 
gegeben, die Empfindlichfeit beliebig zu fleigern, was jedoch 
feine Orenzen hat. Namentlih darf b niemals gleich Null 
werden, d. h. der Schwerpunft G darf mit dem Unter: 
ftüßungspunfte C nicht zufammenfalfen, weil fonft für jeden 

1. 25 
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Werth von P fih allemal Tang. x= ©, alſo x = M, 
ergäbe. Der Wangebalfen würde demnach bei jeder noch fo 
Heinen Mehrbelaftung der einen Schale fofort umfchlagen 
und fich vertifal fielen; fo daß die Vorrichtung nicht mehr 
zum Wiegen gebraucht werden Fönnte. 

Schließlich mag noch bemerft werben, daß die obige, 
Theorie wefentlich auf der Vorausfegung ber Gleichheit der 
beiden Arme AD und BD beruht, was für bie Richtigfeit 
der Wange eine unerläßliche Bedingung if. Wie man fig 
in der Praris von diefer Gleicharmigfeit Ueberzeugung vers. 
ſchafft, und welche Hülfsmittel man anzuwenden pflegt, um 
in zweifelhaften Fällen dem nachtheiligen Einfluffe einer etwa⸗ 
nigen Ungleicharmigfeit vorzubeugen, das gehört nicht hieher. 
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Die römifche Waage (Romana). Sie gehört zu 
der Gattung der fogenannten Schnellmaagen, worunter 
man im Allgemeinen ſolche Vorrichtungen begreift, die das 
Gewicht eines Körpers durch ein Fleineres Gegengewicht 
beftimmen. Bei der in Rede befindlichen Vorrichtung findet 
noch die Eigenthümlichkeit ftatt, daß das Gegengewicht kon⸗ 
ftant, fein Hebeldarm dagegen veränderlih ift, während es 
auch Schnellwaagen giebt, wo das Umgefehrte von dieſem 
ftattfindet. 

Die in Fig. 150 dargeftellte römifche Waage befteht aus 
einem ungleicharmigen, in A unterftügten Waagebalfen BC, 
an defien Fürzerem Arm AB bie zu wiegende Laft Q wirft, 
während das zum Gleichgewicht erforderliche Gegen⸗ oder 
Laufgewicht P auf dem längern Arme AC fo lange verfcho« 
ben wird, bis der Waangebalfen in horizontaler Stellung zum 
Gleichgewichte kommt. Dieſen Zuftand vorausgefest, ſei W 
das eigne Gewicht des Waagebalkens, AE die Entfernung 
feines Schwerpunftes vom Unterftügungspunfte A, fo findet 


— 
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‚Hung flatt: Ä 
P-AD+-W-AE=0-.AB. 
Man begeichne die unveränderlichen Abflände AB und AE 
Bezüglich mit a und b, die mit dem Gewicht Q fich ändernde 
Entfernung AD des Laufgewichtes mit x, fo ift: 
Px+Wb = 0a; 

Qa— Wb 

alfo = 


Für x0 ergiebt fih hieraus O = w, wodurch das⸗ 


jenige Gewicht beftimmt wird, welches von der Schwere bes 
zu wiegenden Körpers überfchritten werben muß, bamit letz⸗ 
terer mittelft der fraglichen Vorrichtung gewogen werden | 
kann. — In der Regel muß alfo Q größer als jenes Fleinfte 
Gewicht fein, um beftimmte Werthe von x zu erhalten, und 
für den praftifchen Gebrauch bringt man dann auf dem Ian- 
gen Arme AC des Waagebalfens eine Theilung mit beige- 
fegten Zahlen an, welche das gefuchte Gewicht der Laft Q 
fofort erfehen laſſen. Die Intervalle zwifchen je zwei Theil- 
ftrichen entiprechen nämlich einer gewiflen Gewichtseinheit q, 
von weldyer Q irgend ein Vielfaches ift, und diefe Vielfachen 
brüden die den Theilftrichen beigefügten Zahlen aus. 

Bezeichnet man die den Belaftungen Q=mgq und QO= 
(m—1) q entfprechenden Werthe von x bezüglih mit x. 
und x-ı, fo bat man nach einander: 
mga—Wb 

p 7 
SE (m—-l)qa—Wb 
Mm— p . 
Die Differenz diefer beiden Werthe giebt nun die Größe des 
mten Intervalles, nämlich: 


m = 


q 
Xn = Xn-1 = —, 


25* 
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woraus man fieht, daß fämmtliche Intervalle gleich groß fein 
müflen; denn der obige Ausdruck hängt für ein beſtimmtes 
a nur von der Größe des unveränderlichen Gegengewidyis 
und von der zum Grunde liegenden Gewichtdeinheit ab. 

Der Baagebalten muß demnady eine gleichmäßige Thei⸗ 
lung erhalten, und eine folche läßt fih auf empirifchem Wege 
leicht ausführen. Iſt 3. B. 5 Pfund das fleinfle und 30 
Pfund das größte Gewicht, welches mit einer derartigen 
Vorrichtung bei einer beftimmten Länge ihres Balfens gewo- 
gen werden fann, fo fucht man durch Probiren die Punkte 
auf, wo das Gegengewicht angebracht werden muß, um jenen 
Belaftungen das Gleichgewicht zu halten. An dieſen Punften 
macht man bie erften, mit 5 und 30 zu bezeichnenden, Theil 
firihe, und theilt dann den Zwifchenraum durch mechanifche 
Hülfsmittel in 25 gleiche Theile. " 

Sollen mit derfelben Borrichtung fchwerere Laften, ale 
die der oberen Theilung entfprechen, gewogen werben, fo 
fehrt man den Waagebalfen um, und dann dient F ftatt A 
als Unterftügungspunft, Daß dann aber auf der entgegen» 
gejebten Seite des Balkens eine neue Theilung fattfinden 
muß, ift ein Selbftverftändniß. 

Anmerk. Die obige Wiegevorrichtung war fchon bei den alten Rö⸗ 
mern im Gebrauche und hat davon ihren Namen. Abbildungen antiker 
römifcher Wangen nach In Herkulanum und Pompeji aufgefundenen @rem- 


plaren findet man im Real Museo Borbonico Vol. 1, Tab. VI und Vol, 
Tab, XVI. 
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Die ſchwediſche Waage(Defemer), eine bei und auf 
dem Lande vielfach im Gebrauch befindliche Art von Schnell 
wangen, befteht aus einem geraden Stabe AB, Fig. 151, 
ber an einem Ende mit einer aufgefchraubten Kugel B bes 
fhwert, am andern Ende aber mit einem beweglichen Hafen 
zum Anhängen ber zu wiegenben Laft O verfehen if. Der 
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Stab ruht in einem ‚Ringe D, der ihm beim Wiegen zur 
Unterftügung dient, und in welchem er fo lange verfchoben 
wird, bis die angehängte Laft Q mit dem eigenen Gewichte 
der Vorrichtung ins Gleichgewicht gefommen ift, 

Es fet C der Schwerpunft, W das darin als eine ver⸗ 
tifale Kraft vereinigt gedachte Gewicht des Stabes mit fammt 
ber Kugel B und des bei A angebrachten Hafens, und in 
D befinde fich die Unterflügung für den Zuftand des Gleich“ 
gewichtes zwifchen Q und W, bei welchem die Mittellinie des 
Stabes horizontal ſteht. Man fe AC=a, CD=x, 
fo it AD = a—x; nad $. 57 findet nun die Bedin⸗ 
gungsgleichung des Gleichgewichtes ftatt; 

Qca—-x) = Wx; 





woraus fich findet x= 


Will man für eine auf dem Stabe zu machende Theilung 
‚die Größe der zugehörigen Intervalle beftimmen, fo febe man 
mit Bezug auf q, als die angenommene Gewichtseinheit, W 
= ng und bezeichne wie vorhin die zu den fucceffiven Be- 
laſtungen Q@ = mg und = (m—1D)g gehörigen Werthe 
von x bezüglih mit x. und xu—ı, fo hat man 





Xn 7 


Die Differenz; X&m—Xn-ı > 1) giebt 


(m+-n)(m+-n— 

nun die Größe des mien Intervalles, und es erhellet aus 
diefer Formel, daß mit der Zunahme von m die Intervalle 
immer fleiner werden, da n und a unveränderli find. Die 
Theilung ift alfo bei dieſer Vorrichtung Feine gleichmäßige 
und ihr Anfertigung daher fchwieriger als bei der römifchen 
Waage. Auf folgende Art kann fie aber mechanifch ausge⸗ 
führt werden: Eine geringe Ueberlegung zeigt nämlich, daß 
e8 nur darauf anfömmt, für jeden gegebenen Werth von. Q- 
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den Bunft D fo zu finden, daß ih AD: CD = W:O vers 

hält, oder, wenn Q = mq Angenommen wird, während W 

zung if, | 
AD:CD=n:m 

Man ziehe nun aus C, dem Nullyunfte der Thellung, 
die Gerade CX von unbeftimmter Länge, mit AC einen be- 
liebigen Winfel bildend, und trage darauf nach irgend einem 
Maaßſtabe die gleichen Theile CE=EF = FG X. ab, 
fo ind CE, CF, CG, sc. den aufeinanderfolgenden Zahlen- 
werthen von m propartional. Aus A ziehe. man parallel 
mit CX bie Linie AO, deren Länge man gleich n von ben 
gleichen Theilen der CX madıt, und verbinde den Punkt O 
mit den Bunften E, F, G, H, ⁊æc. durch gerade Linien, welche 
AC in 1, 2, 3, 4, ıe. fchneiden, fo find das die gefuchten 
Zheilpunfte der Skala, deren Intervalle fich, wie man fieht, 
von C nah A zu allmäblig verjüngen. - 

Der Beweis der Richtigkeit diefes Berfahrens liegt in 
der AUehnlichfeit der "Dreiede wie AOD und CDG, nad 
welcher ſih AD:CD = AO:CG verhält. Da nun AQ 
dem Gewichte W ober ber Zahl n, CG aber der Laft Q 
oder einem der Zahlenwerthe vom m proportional ift, fo bat - 
man die dem Bleichgewichte zwifchen O und W entfprechende 
Proportion: AD: CD = W:Q. Dafelbe laßt fih für 
jeden andern Theitpunft der Skala nachweifen. 
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Straßburger Brückwaage. Die von Quintenz in 
Straßburg erfundene Schueßwange, welche zum Wiegen 
ſchwerer Giner allgemein ins Gebrauche iſt, befleht dem Prin- 
zipe nach in Folgendem: | 

In Fig. 152 iſt AB der ungleicharmige Waageballen, 
welcher bei © mit flählernen Schneiden in Pfannen yon gleis 
chem Material ruht, und an feinem langen Arme hei A. mit 
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einer Schale zur Aufnahme von Gegengewichten verſehen 
it. GH iſt ein eiferner Tragehebel, unterhalb ber zur Aufs 
nahme der Laft Q beftimmten Brüde EFF horizontal gela- 
gert, an feinem hintern Ende bei HI durch eine Stahlfchneive 
unterftügt, an feinem vorderen Ende aber durch die fenfrechte 
Stange BG an dem furzen Arme BC des Waangebalfens 
aufgehangen. “Derfelbe ift aus zwei gleich langen Eifenftä- 
ben fo zufammengefeht, daß Iebtere im Grundriſſe mit der 
horizontalen Schneide bei H ein gleichichenkliches Dreieck bil 
den, befien Spike in @ Tiegt. Eine ähnliche Geftalt at die 
Brüde EF, welche zum freien Durchgange der Etange BG 
an ihrer vorderen Seite gefchligt iſtz fie hängt einerfeits mit« 
telft der ebenfalls fenfrechten Stange DE am kurzen Arme 
bes Waagebalkens und ruht andererfeits bei BF auf Stahl: 
fehneiden, die zu dem Ende auf den Schenkeln des Trages 
hebels angebracht find. 

Es verfteht fih von felbft, daß alle Unterſtützungs⸗ und 
PVerbindungspunfte mittelft gehärteter Schneiden und Pfan- 
nen aus Stahl fo hergeftellt fein müfjen, daß in ihnen eine’ 
freie Drehbewegung der verbundenen Theile ohne merfliche 
Friction flattfinden Tann. Vor allen Dingen müflen «ber 
die Gewichte aller beweglichen Theile genau ausgeglichen 
fein, damit bei der unbetafteten Vorrichtung der Wangebalfen 
Horizontal zu fteben Tonımt, was man baran erfennt, daß der 
mit dem Balfen auf und ab fpielende Zeiger K fich dem uns. 
beweglichen Zeiger L gerade gegenüber ftellt. 

Dies vorausgefest, fet Q das zu beflimmende Gewicht 
der Laft auf der Brüde und P das befannte Gegengewicht, 
welches in die Schale bei A gelegt werden muß, um den 
horizontalen Stand des Wangebalfens, d. 5. das genaue 
Einfpielen der Zeiger K und L Yyerbeizuführen; alddamı findet 
zwifchen P und Q Gleichgewicht ftatt, da die beweglichen 
Theile des Apparats für ſich im Gleichgewichte find. — Um 
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nun bie Bedingungen des Gleichgewichtes zwifchen P und Q 
zu finden, fei J die Projection des Schmwerpunftes der Lafl, 
EJ=x JF =y. Man zerlege Q in zwei parallele Sei- 
tenfräfte Q' und Q", welche durch die Punkte F und E ges 
hen, fo ergeben fich deren Intenfitäten alfo: 
ı_ xQ , u yQ 
= x+y’ 0= xry 

Die Kraft Q wirkt vermittelft ber feften Stange ED 
auf den Punft D des Wangebalfene, während Q’ auf den 
Punkt F des Tragehebels drüdt. Um die daraus entfprin- 
gende Wirkung in der Richtung von BG .zu finden, fei Q“ 
bie gleichgeltende Kraft in G, die Abflände GH, FH feien. 
bezüglich gleich a’ und b’, fo bat man 

0" = Q'b' — b'’xQ 
a’ a'(x-+-y)’ 
wenn für Q' der vorige Werth eingefegt wird. - 

Am furzen Arme des Wangebalfens wirken nun nad, 
ben Richtungen DE, BG bie Kräfte Q" und Q', und dieſe 
müffen Daher mit dem bei A aufgehängten Gewicht P im 
Gleichgewichte fein. Setzt man baher die Hebeldarme CB 
=a,CD=b und AC= ec, fo hat man die fiatifche 
Momentengleihung in Bezug auf den Drehpunft C: 

al" +bQ" = cP, 
oder, wenn für Q' und Q" die zugehörigen Werthe einge- 

jeßt werben 
ab’xQ byQ 
(ty) ' xry 
Hieraus findet man nun das erforderliche Gegengewicht 
ab'x-ra'b 

r- aic(x ra0 g, 
welches demnach von x und y, d. h. von ber Lage der Laft 
O auf der Brüde, wefentlich abhängig if. Damit aber die 
Vorrichtung zu Gewichtsermittelungen wirklich brauchbar fei, 





= cP. 
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muß jene Abhängigkeit befettigt und Die Einrichtung fo ger 
troffen werben, daß es in Abficht auf das zum Gleichgewicht 
erforverliche Gegengewicht gleichgüftig ift, auf welche Stelle 
der Brüde die Laſt zu Liegen fommt. — Diefe unerläßliche‘ 
Bedingung der praktiſchen Brauchbarfeit wird erreicht, wenn 
a’b = ab’ gefegt, oder a :b' = a:b gemacht wird, denn 
dann hebt fich in dem vorigen Ausdrude von P im Zähler 
und Renner bie en +7 und es entfteht 
< 20. 

Bei der Ausführung ber in Rede befindlichen Vorrich⸗ 
tung muß alfo darauf gefehen werben, daß zwifchen den Ab⸗ 
fländen GH, FH genau daſſelbe Berhältnig wie zwifchen 
CB und CD ftatifinde; alsdann wirft die Laſt Q eben fo 
auf den Wangebalfen, als wäre fie an feinem kurzen Arme 
unmittelbar im Punkte D aufgehangen, und das Verhaͤltniß 
der Hebelarme CD zu CA beftimmt demnächft das der Ge- 
wichte P und Q zu einander. If jenes Verhaͤltniß 3. B 
gleich 1:10, wie es in der Regel ausgeführt. wird, fo erfor« 
dert die Laſt O, wo fie auch auf der Brüde liegen mag, je- 
desmal 75 ihres Gewichts ald Gegengewicht in der Waage⸗ 
fhale, um dadurch ins Gleichgewicht zu Tommen. Die Vor⸗ 
ricstung ift dann eine Dezimalmaage, die man im öffent« 
lichen Verkehr gewöhnlich zum Wiegen von Laften bis etwa: 
50 Zeninern anwendet. Doch hat man auch Bentefimal- 
waagen, bei welchen das Verhältniß CD: CA = 1:100 
At, und die zum Wiegen ſchwererer Laflen bis zu mehreren 
100 Zentnern dienen. Letztere werden gewöhnlich fo groß 
und flarf gebaut, daß ein ganzer Frachtwagen mit feinen vier 
Rädern darauf Platz findet, um gewogen zu werben. 


$. 213. 
Kuppler’s Tafelmange. Das Prinzip diefer Vor⸗ 
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richtung, welches dem der Brüdtwaage ähnlich ift, beſteht in 
Folgendem: 

In Fig. 153 ſtellt AB eine horizontale Tafel zum Auf⸗ 
legen der zu wiegenden Laſten Q, CD eine Fleinere Zafel 
für die entfprechenden Begengewichte P vor. EF und GA 
find zwei ungleicharmige, bei J und K dur Stahlfchneiven 
unterftübte Tragehebel, mit deren kurzen Armen die Tafel 
AB durch die fenfrechten Stügen AE, BG, und mit deren 
langen Armen die Tafel CD durch die ebenfalls fenkrechten _ 
Stügen DF, CH verbunden find. innerhalb der Unter- 
ffügungen J und K ft zwiſchen beiden Traghebeln die fenf- 
rechte Spreize LM angebracht, vermöge welcher feiner Der 
Hebel fich bewegen fann, ohne daß der andere mit in Be- 
wegung kommt. 

Die Berbindungen in E, F, G und H, fowie bie in L 
und M, find zur Erzielung einer freien Drehbewegung ohne 
Friction vermittelft harter Stahlfchneiden und Pfannen bewirkt. 
Auch müffen die eignen Gewichte aller genannten Theile fo 
ausgeglichen fein, daß das ganze Eyftem, wenn unbelaftet, fich 
im Gleichgerichte befindet, wobei die Traghebel eine horlzon- 
tale Lage haben, und eine gleiche Lage müßten biefelben an- 
nehmen, ſobald die Laft O mit dem entfprechenden Gegenge⸗ 
wichte P ins Gleichgewicht gefommen iſt. Diefer Zuſtand 
wird durch einen Inder angezeigt, der etwa an ber Tafel 
CD irgend wo angebracht fein Tann. Daß endlich der ganze 
Apparat in einem Faflenförmigen Gehäufe angeoronet iſt, um 
ihn gegen Staub und Beſchaͤdigung zu fehügen, mag beiläu- 
fig noch erwähnt werden. 

Es kömmt nun darauf an, die Theorie diefer Vorrich⸗ 
tung zu entwideln, aus welder demnächft bie Bedingungen 
für die Konftruction derfelben hervorgehen werden. 

Die Etelle, welche die Laft Q auf der Tafel AB ein- 
nimmt, ſoll durch die Abflände AQ = y, BO y, bie, 
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welche das Gegengewicht P auf CD einnimmt, durch DP 
x, CP = x’ bezeichnet werden; ferner fein FJ = a, 
EJ = b die Hebeldarme des unteren, HK = a’, GK=b' 
die des oberen Traghebeld und die Entfernungen JM, KL 
der Spreize LM von den beiden Unterftügungen J und K 
mögen bezüglich z und 2’ heißen. 

Die Laft O zerlegt ſich in zwei parallele Seitenfräfte 
0’, Q' nad den Richtungen der vertikalen Etüpen AE 
und BG, wofür fid nach befannten Lehren die Ausprüde 
ergeben: 
ı__ Qy . u _. QOy 
Is Feyey 
Ebenfo zerlegt fi) das Gewicht P nad) den Richtungen DF', 
CH in die Seitenfräfte 

Px’ u Px 
rn Fr 
Die Angriffspunfte diefer vier Kräfte fönnen in deren Rich 
tungen nad) den Endpunften der Traghebel verlegt werden, 
und da die legteren vermittelt der Epreize LM auf einander 
wirken, fo muß der Widerftand dieſer Spreize gegen beide 
Hebel mit in Rechnung fommen. Man fann Denfelben durd) 
eine Kraft V erfegt denten, welche auf den untern Hebel in: 
M vertifal abwärts, gegen den oberen Hebel in E aber ver- 
tifat aufwärts wirft, und dann ift jener unter den Kräften 
P', O', V, diefer unter den Kräften P”, O“ und V als im 
Oleichgewicht zu betrachten. Dem entfprechend bat man bie 
Bedingungsgleichungen: 
Pa+Vz= Ob, 
p'g' _ Vz’ Q"b, 
aus welchen durch Elimination von V folgende Gleichung 
entfteht: 
az’ P'+a'zP" = bz’Q'’+b'zQ". 
Sept man darin für P’, P", Q’ und Q’ die obigen 
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Werthe ein, fo verwandelt ſich diefe Gleichung ſolgender⸗ 
geſtalt: 


azx Ha 2x _ bay +bay Q. 
X“+X yY+ry 


Hiedurch würde nun zwar das Verhältniß zwifchen P und 
Q gegeben fein; allein eine geringe Lieberlegung läßt fofort 
ermefien, daß damit für den praftifchen Gebrauch der Vor: 
richtung fo lange nichts gewonnen ift, ald die obigen Aus- 
drüde nody von den Größen x, x'; y, y’ und z, z' abhän« 
gig bleiben. Es muß alfo die Einrichtung fo getroffen wer- 
ben, daß die genannten Größen aus der Rechnung wegfallen, 
welches erreicht‘ wird, indem man einerfeits az’ = a’z, und 
andererſeiis bz’ = b'z fegt, wonach fich die obige Gleichung 
auf folgende rebueirt; 
aP = bO. 
Die gemachte Annahme az’ = a’z und bz’ — b’z führt zu 
der Proportion: 
a:al=b:b! = z:z, 

d. h. es müffen fich die Iangen und die furgen Arme beider 
Hebel eben fo zu einander verhalten, wie bie Entfernungen 
ber zwifchen gefeßten Spreize von den Unterftüßungspunften 
der Hebel. Am einfachen dürfte die Konftruction ausfallen, 
wenn man z=z’ macht; denn dann ergiebt fih au) a=a’ 
und b = b’.. Jedenfalls ift e8 aber in Folge der obigen 
Proportion ganz gleichgültig, auf welche Stellen der Tafeln 
die Gewichte Q und P zu liegen fommen; fie erhalten fich 
einander ebenfv im Gleichgewichte, als hingen fie unmittelbar 
an den Endpunften des unteren Hebel, und das für jede 
Laft O erforderliche Gegengewicht P wird durch das umge⸗ 
kehrte Verhältniß der Hebeldarme EJ und FI beftimmt. 

Anmerf. Die obige Vorrichtung ift von Kuppler in Nürnberg er« 
funden, der darauf ein bayerfches Patent erhalten hat. Beſchreibung und 


Abbildung findet man im Kunft- und Gewerbeblatt für Bayern, Jahrg. 
1838, ©. 522 u. f. 
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Dümont’fhe Schnellwaage. Diefe, von einem 
gewiflen Du Mont in Meb erfiindene und in Sranfreich pa⸗ 
tentirte, Borrichtung gehört zur Gattung der fogenannten 
Zeigerwaagen, worunter man folche begreift, die ohne be= 
fonderes Gegengewicht eine aufgelegte oder angehängte Laft 
durch ihre eigene Schwere ind Gleichgewicht bringen, und 
das fragliche Gewicht verfelben vermöge ihrer fchrägen Stel- 
ung durch einen Zeiger auf einer Skala anzeigen. 

Die hier in Rede befindliche Vorrichtung, deren Prinzip 
die Fig. 154 nur durch einfache Linien darftellt, befteht aus 
einem, bie Stelle des Waagebalfens vertretenden Stabe ACB, 
mit welchem ver Wintelhafen CDE zu einem feften Syfteme 
verbunden if. Das Syſtem befindet ſich in einer vertikalen 
Ebene und ift um eine bei C angebrachte horizontale Achfe 
drehbar. An dem Enbpunfte des Armed CB ift vermittelft 
eines vertifalen Fadens oder Stabes BH die zu wiegende 
Laft O aufgehangen, deren Gewicht durch die Länge des Stüdes 
DE, welches von jenem Faden auf dem untern Schenfel des 
Winkels CDE abgefchnitten wird, beftimmt werden fol. 

E8 fei W das eigene Gewicht der unbelafteten Vor⸗ 
richtung, G der Ort ihres Schwerpunftes für die in der Fis 
gur bargeftellte Lage, in welcher fie unter der Belaftung Q 
im Gfleichgewichte bleibt. Legt man durch den Drehpunft C 
‚ eine horizontale Linie und fällt darauf aus G und B die 
Perpendikel GJ, BE, fo find CJ und CK die Hebelsarme, 
an welchen die Kräfte W und Q einander das Gleichgewicht 
halten. Daher hat man die Dedingungsgleichung 

W-CJ = 0:CK. , 

Die Stellung, welche die Vorrichtung annimmt, wenn 
bei B feine Laft aufgehangen iſt, werde durch die punftirten 
Linien A'CB', CD’E’ dargeftelt. In diefer Stellung bil« 
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det der Arm CB’ den Winkel BCK = « mit der Horlzon- 
talen JK, der Schwerpunft G’ liegt fenfrecht unter dem Un⸗ 
terſtützungspunkte C, und baber ft GCG’ = BCB' die 
durch die Belaftung Q herbeigeführte Winfelbewegung, welche 
mit «p bezeichnet werden mag. Sept man nun außerdem bie 
Längen CB= CB = a; CG = CG’= b, fo hat man 
CJ = bSing und CK = aCos(y—a); alfo nad Maß- 
gabe der vorigen Orundgleichung 

WbSinp = QaCos(py—.a). 
Hieraus findet man für die Winfelbemegung P den Ausdruck 

Tango = a0 Cos« 

bWwW—aQSin«e' 

Um nun den Abfchnitt DE = x zu beftimmen, denfe man 
die Linie BD gezogen, bezeichne bie Länge derfelben mit e, vie 
unveränderlihen Winkel CBD und BDE bezüglich mit 4 
und 7, und den veränderlichen Winfel DBE mit d, fo 
hat man im Dreied BDE: 

x: e = Sind:Sin(y+0); 


alfo xSin(y+0) = cSind. 
Aus der Figur folgt aber leicht d = 90 (aß — 9); 
daher ift 


xCos (a-+P—-y—p) = clos(a + BY), 
oder, wenn hieraus x entwidelt und dabei gehörlg reburirt 
wird: \ 
Cos (@-+ P) + Sin (@ +) Tang p 
Cos (æ P—y) +Sin(e-+P—y) Taugp 
Sest man hierin für Tang ꝙ den obigen Ausbrud, fchafft 
dann im Zähler und Nenner die Brüche fort, fo entfteßt nach 
gehöriger Reduction: 
bWCos(@« +) +aQSinß 
bWCos(« +ß—y)-raQ Sin —-y) 
In diefer Formel ift nur O veränderlih, alle übrigen 
Groͤßen aber für eine beſtimmte Wiegevorrichtimg konſtant. 


x=cCc 


x=cC. 
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Da nun die Beränderlide Q im Zähler und Nenner vor- 
kommt, fo erhellet leicht, daß für gleiche Zunahmen von Q 
Die entfprechenden Werthe von. x nicht in demſelben Berhält- 
nis wachſen. Wollte man baher auf dem Schenfel DE eine 
Sfale anbringen, um aus ber Coincivenz des Fadens BH 
mit einem ber Theilftriche fofort das Gewicht der am Faden 
hängenden Laft ablefen zu Fönnen, fo würde die Theilung 
dieſer Sfale im Allgemeinen nicht gleichmäßig ausfallen Fürs 
'nen, fondern Die Intergalle werden fih von D nah E zu 
perjüngen. ine gleichmäßige Theilung entfleht aber, ſobald 
man den die Stale enthaltenden Schenkel DE dem Arme 
CB genau parallel ftellt; denn dann wird Y.== A, und ber 
vorige Ausdrud reducirt fih auf folgenden: 
ve „.pW Cos (e+ 9) +aQ Sin? 
| bW Cos« " 

Die mechanifche Eintheilung der Skale kann nun auf biefelbe 
Art erfolgen, wie folches bei der römifchen Waage angegeben 
worden iſt; nur dürfte ed im vorliegenden Falle zweckmaͤßig 
fein, die Theilfiriche nicht parallel, fondern fo zu ftellen, daß 
fie verlängert im Punfte B zufammen laufen, 


Anmert. Eine nad den obigen Grundſätzen konſtruirte Vorrich⸗ 
tung befindet fih in der Sammlung des Königl. Gewerbe⸗Inſtituts, bie 
jeboch nur zum Wiegen von Laſten bis zu 8 halben Kilogr. bient. Genaue 
Gewichtsermittelungen find jeboch damit nicht zu erreichen, 
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Die Sortiriwaage, zum Gertiren ber baummollenen 
Strähnen nad, der Feinheit der Fäden beftimmt, gehört eben- 
fall8 zu den fogenannten Zeigermaagen. ig. 155 zeigt dieſe 
Vorrichtung nach einem in der Sammlung des Gewerbe⸗ 
Snftituts befindlichen Eremplar abgebildet. Darin it ACB 
die Stellung ded Waagebalkens, wenn die bei B hängende 
Schale undelaftet, A'CB’ aber die Stellung deffelben, wenn 
biefe Schale mit dem Gewicht @ belaftet if. Der mit dem 
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Mangebalten feft verbundene Zeiger, welcher an dem einge» 
theilten Gradbogen DH die Größe jenes Gewichtes angiebt, 
bat bei der unbelafteten Vorrichtung die vertifale Stellung 
CD, wird aber durch die angebrachte Belaftung @ in die 
Tchräge Lage CD’ gebradyt, wobei der Schwerpunft der gan- 
zen Borrihtung von G nad) G' rückt. In diefer Lage ſtellt 
fich ein Gleichgewicht her zwifchen dem eigenen Gewicht W 
der umbelafteten Vorrichtung, weiches in G’ als eine vertis 
fale Kraft vereinigt zu denken ift, und der Laſt Q, die auf 
gleiche Welfe in B’ wirft. Die Hebeldarme CE, CHF beider 
Kräfte find die Profectionen von CG’, CB’ auf die durch 
den Drehpunkt C gelegte Horizontale, und man hat Daher 
die Momentengleichung 
W.CE = :CH. 
Bezeichnet @ den Winfel BCF, den die gerade Verbindungs⸗ 
Iinte BC in ver erſten Stellung des Wangebalfens mit der 
Horizontalen macht, a die Länge diefer Linie; iſt ferner b die 
Entfernung CG = CG’ des Schwerpunftes vom Dreh 
punfte und ꝙ die durch die Belaftung © herbeigeführte Win⸗ 
felbewegung, fo ergiebt fi fofort CE = bSingy, CF = 
aCos(y—c) Mit Rüdfiht auf obige Gleihung hat 
man baher 
Wbsinp = QaCos (y—e); . 

ap I Tango = DW nz 

Da nad) Ausweis diefer Formel die Tangente des Dres 
hungswinfeld der zugehörigen Laft nicht proportional iſt, fo 
läßt fich daraus Fein. Gefep ableiten, nach welchem die Ein- 
theilung der Efale DH ausgeführt werden Tann. Dies 
pflegt daher nur auf empirifchem Wege zu gefchehen, indem 
man für verfchiedene, in die Waagfchale gelegte, Gewichte 
die Punkte anmerft, wo die Zeigerfpige jedesmal ftehen bleibt, 
und dann zwifchen je zwei folcher Punkte Die kleineren Abthei⸗ 


» 
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lungen naͤherungsweiſe einfchaltet. Daßaber bei einem folchen 
Berfahren auf feine große Genauigfeit zu rechnen iſt, bedarf 
faum der Erwähnung. - 

Sofern es ſich nun um wirkliche Gewichtsermittelungen 
handelte, fo würde darin ein großer Übelſtand liegen, deſſen 
Befeitigung zu wünfchen übrig bliebe. Hiezu bevarf es nur 
einer Heinen Anderung in der Konftruction der Vorrichtung, 
darin beftehend,- daß. der Aufhängepunft B der Waagſchale, 
wenn biefelbe unbelaftet ift, nady Sig. 156, in bie durch C 
gehende Horizontallinie zu liegen fömmt; denn alsdann ift 
der Winkel © gleih Null, und die vorige Formel giebt 


I. Tang ꝙ = 8 , 


welcher Ausdruck nunmehr der Größe Q proportional iſt. 
Die Eintheilung des Kreisbogens. DH Tann aber jebt fol- 
gendergeftalt gefchehen: Man ziehe am unterften Punfte D 
defielben eine horizontale Tangente DX, trage darauf von 
D aus gleihe Stüde ab, entfprechend der Größe der zum 
Grunde liegenden Gewichtseinheit, und ziehe aus den Theil- 
punften diefer Tangente gerade Linien nach C, fo bewirken 
diefe die verlangte Eintheilung des Bogens DH. If z. B. 
CD’ die Stellung des Zeigers für bie Belaftung Q = m 
Loth und D’J die Verlängerung von CD’, fo. müfjen von D 
bis J m von jenen gleichen Stüden enthalten fein, u. f. f. 

Aber die in Fig. 155 dargeſtellte Vorrichtung. fol nicht 
zu eigentlichen Gewichtsermittelungen, fondern zum Sortiren 
der Baummwollgarne nach ihrer Feinheitsnummer dienen, und 
das führt andere Berhältniffe herbei. — Sowohl In den 
englifchen wie in den deutſchen Baumwollſpinnereien werben 
nämlich die Garne in Strähnen gehafpelt, die aus 7 Bebin- 
den zu 80 Fäden, alfo aus 560 Fäden beftehen. Die Länge 
eines folcyen Fadens ift gleich dem Umfang der Weife, wel- 
cher in allen Spinnereien zu 14 Yards (= 4,37 56. Preuß.) 

Il. 26 
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angenommen wird, und daher enihält jede Straͤhne einen 
Faden von 840 Yards Länge, fo daß man alſo aus dem 
Gewicht der Strähne auf die Stärfe des darin enthaltenen 
Garnes fließen kann. Man tft nun überein gelommen, 
die Anzahl der Strähnen, welche aufammen ein englifches 
Handelepfund, (0,9693 Pfo. Preuß.) wiegen, als Beinheite- 
nummer des Garnes anzunehmen, vergeftalt, daß beifpield«- 
weife die Nummern 10, 20, 50, 80 u. ſ. f. Garne bezeich« 
nen, von welchen je eine gleiche Anzahl von Straͤhnen auf 
das engl. Pfund gehen. 

Dies vorausgefeht, fo bezeihne nun q das zulebt ger 
nannte Gewicht, n die Feinheitönummer irgend eines Ge⸗ 


fpinnftes, p ft Q = 3 das Gewicht einer Strähne, und 


wenn dies in Formel I eingefebt wird, entſteht: 


— a q Coa 
Tang 9 = DW agSina 


nbW— aq Sin u 
III. Cotgy = —— —— 

Hiernach waͤchſt die Cotangente * Drehungswinlels 
im geraden Verhaͤltniſſe mit der Garnnummer der auf die 
Waagſchale gelegten Straͤhnen, und darauf gründet fich in 
Abſicht auf die Eintheilung ber Kreioſtala DH (Fig. 155) 
die folgende Konſtruction: 

Soll etwa bie Vorrichtung dazu dienen, Baummollgarne 
von Nr. 10 bis Nr. 100, die am hänfigften gefponnen wer- 
den, zu fortiren, fo lege man zuerft ſodann 13; Bund auf 
die Waagſchale, und bemerfe am Kreisbogen die jedesmal von 
ber Zeigerfpige angezeigten Punkte, welche die Rummern 
10 und 100 enthalten. Nächfivem lege man am äußern 
Kreisbogen eine vertifale Tangente HY, ziehe vom Dreh⸗ 
punkte C aus durch jene Punkte gerade Linien bis an dieſe 
Tangente und theile das dadurch adgefchnittene Stüd ders 


; alfo 


—— Secce—Tga. 
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felben in 90 gleiche Theile. Die aus den Theilungspunkten 
nach C gezogenen Geraden beflimmen bann die Theilftriche 
Des Kreisbogend, welche mit fortlaufenden Nummern von 10 
bis 100 zu bezeichnen find. 

Hiebei wurde vorausgefeßt, daß bie anfängliche Stellung. 
des Zeigerd vertifal fei, was aber nicht durchaus nöthig if. 
Für eine andere Stellung ändert fich weiter nichts, als 
Daß die Zangente HY, von welcher die Theilung auf den 
Sreisbogen übertragen wird, mit ber anfänglichen Stellung 
des Zeigers parallel gelegt werben muß. 


$. 216. 


Zeigerwaagen mit geraden Sfalen Es fei 
ACD $ig. 157, ein Winfelhebel, der um den Punft C in 
einer vertifalen Ebene frei drehbar und mit der, an ihrem 
unteren Ende bejchwerten, Stange CB zu einem unveränder- 
lichen Syſtem verbunden if. An dem Arme CA iſt bei A 
ein Hafen zum Aufhaͤngen der zu wiegenden Körper ange- 
bracht; der andere Arm CD dient als Zeiger, um das frag- 
liche Gewicht jenes Körpers auf einer geraden Sfale MN, 
bie in einer beliebigen Lage zur Seite der Vorrichtung an- 
gebracht ift, zu beſtimmen. Die ſtark ausgezogenen Linien 
ftellen die Vorrichtung im unbelafteten Zuftande vor, wo 
dann ihr Schwerpunft fenfrecht unter C in G& liegt und ber 
Zeiger auf dem Nullpunkte D der Sfale flieht. In dieſer 
Rage ift ber Arm CA unter dem Winfel @ gegen den Ho—⸗ 
rizont, der Zeiger CD unter dem Winfel A gegen den . vom 
Drehpunkte auf die Sale gefällten Perpendifel CO geneigt. 
Die punktirten Linien fielen die Vorrichtung in der Lage . 
vor, die fie annimmt, fobald bei A eine Laft Q aufgehängt 
worden ift, in Folge deſſen fie fich um ben Winkel ꝙ aus 
der erften Gleichgewichtslage entfernt. Der Zeiger ift dabei 
längs der Sfale von D nach D', der Schwerpunft aber feit- 

26* 
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wärts von & nah G’ fortgerüdt, und das hier vereinigte 
Gewicht W der unbelafteten Vorrichtung muß dann mit dem 
in A’ wirkenden Gewicht Q ein gleiches Moment in Bezug 
auf den Punkt C haben. Sept man alfo wie früher CA= 
CA’ = a, CG = CG' = b; fo hat man wieder 

al Cosa 
bW-aQSine' 

Zur Beflimmung des Abfchnitted DD’, der für die Größe 
von Q manßgebend fein fol, fege man CO = d, fo bat man 
— —ä—— 
oder, wenn für Tang p der vorige Werth eingefept wird: 

DD’ = adQCosa Sec 
bWCosß--aQSin(? — a)’ 
Soll nun DD’ der Größe & proportional, die Thetlung ber 
Skale alfo gleichmäßig fein, fo muß die Einrichtung fo ges 
troffen werben, daß die Winfel « und 4 einander gleich find. 
Alsdann fällt das zweite Glied im Nenner fort und der 
Ausdruck reducirt fih auf 


DD’ = 


Tangy = 


adCos« Q 
bW Cosß? 

Dem Dbigen zufolge liegt alfo die Bedingung für eine 
gleichmäßige Eintheilung der Sfale darin, daß bei der ım- 
belafteten Wiegevorrichtung der Zeiger mit der aus Dem 
Drehpunfte auf die Skale gefällten Perpendikel denſelben 
Winfel bildet, wie der Laftarm mit dem Horizonte, wobei 
unter Lebterem bie gerade Linie zu verfiehen ift, welche ben 
Aufhängepunft des zu wiegenden Körpers mit dem Dreb- 
punfte des Waagebalkens verbindet. Iſt alfo diefe Linie ho⸗ 
rigontal, fo muß ber anfängliche Stand des Zeigers auf ber 
Sfale fenfrecht fein, und umgekehrt. 

In der Ausübung bringt man die gerade Skale am 
haͤufigſten in horizontaler ober in vertifaler Lage an; im 
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erften Galle muß bann ber Zeiger auf dem Laſtarme fenfrecht 
ftehen, im legten alle aber mit Lepterem in einer geraden. 
Linie liegen. 

Anmer!. Das Prinzip ber Zeigervaagen findet in ber Praxis nicht 
bloß zum Sortiren ber Garne, wovon fhon bie Rebe war, ſondern auch 
zu direkten Gewichtsbeſtimmungen eine vielfache Anwendung. So benutzt 
man es mit Voriheil in den Poſtanſtalten zum Wiegen der Briefe, auf 
manchen Eiſenbahnhöfen zum Wiegen der Paſſagier⸗ und anderer Güter, 
u. dgl. m. 
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Kraftmefjer (Dynamometer). In $,208 ift ſchon 
bemerkt worden, daß Waagen und Kraftmeſſer im ftatifchen 
Sinne genommen eigentlich identiſch find, da beide Vorrich⸗ 
tungen nur in Hinficht ihrer technifchen Anwendung gewiſſe 
Berfchiedenheiten darbieten. Bon den im Vorhergehenven 
behandelten Wiegevorrichtungen find e8 namentlich Die Zeiger- 
waagen, in manchen Fällen auch die römifche Schnellmwaage, 
welche am häufigiten zu Kraftmeffungen benußt werden, wozu 
folgende Beifpiele ald Beläge dienen mögen: 

Co benugt man 3.3. in den größeren Slachefpinnereien 
eine ähnliche Vorrichtung, wie fie Die Fig. 156 darftellt, zur 
Prüfung der Seftigfeit der Leinengarne, um ſich ein Urtheil 
über die Gleichförmigfeit und Güte des Gefpinnftes nad) 
Maaßgabe der verfchievenen Beinheitsnummern zu bilden, fo 
wie auch, um eine DVergleichung zwifchen den Garnen, die 
durch Mafchinen» und Handipinnerei gewonnen find, in Ab- 
ficht auf ihre Haltbarkeit anftellen zu Fönnen. — Man denke 
fih etwa die Waagſchale abgenommen, durch die Oſe an 
ihrem Gehänge den zu prüfenden Baden geftedt und die bei- 
den aufwärts geführten Enden befjelben in B am Laftarme 
des Waagebalkens befeftigt, fo daß die noch leere Schale an 
einem Doppelfaden frei herabhängt. Belaftet man nun bie 
Schale allmählig immer mehr mit hinein gelegten fehweren 
Körpern, etwa Schrotförner, fo giebt der Zeiger CD durch 
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feinen fchrägen Stand am Orabbogen DH die Spannung 
des Doppelfadens an.”) 

Mehr im Großen ift das Prinzip der Zeigerwaagen in 
England zur Anwendung gefommen, um bie erforberliche 
Zugkraft für Eifenbahnwagen durch Berfuche zu beftimmen, 
Die zu biefem Zweck Tonftruirte Vorrichtung befand nach 
dem Berichte von Wood’) aus einem ſchweren Pendel AB, 
Sig. 158, an feinem unteren Ende mit einem eingetheilten 
Bogen CD verfehen, der mit dem Pendel beweglich war und 
an einem feftftehenden Inder F den Winkel anzelgte, um 
welchen die Vorrichtung durch die zu meflende Kraft aus 
ihrer Rage gebracht wurde. An der dußeren Peripherie bes 
Bogens war nämlich eine vertiefte Rinne eingearbeitet, um 
ein Seil aufzunehmen, welches mit dem einen Ende bei C 
befeftigt, mit dem andern Ende aber nach der Richtung der 
horizontalen Tangente BE von der zu meflenden Kraft ge- 
fpannt wurde. 

Denft man fi den obigen Apparat auf einem befondern 
Wagen angebracht, und benjenigen Eifenbahnwagen, veffen 
Widerſtand auf den Schienen ermittelt werben fol, an dem 
Seilende BF befeftigt, fo daß er bei der Fortbewegung bes 
erften Wagens diefem folgen muß, fo giebt der Inder F un- 


*) Auf ähnliche Welle hat man gefunden, daß bei Mafchinenge- 
fpinnften ein Doppelfaden burhfchnittlich unter einer Spannung zerreißt, 
die gleih dem Gewicht von 12, Strähnen ober von 125 Stück (Leas) 
feiner Beinheitsnummer ift, während Handgefpinnfte nur etwa 3 von biefer 
Seftigfeit zu haben pflegen. — Dabei muß erwähnt werben, daß in ben 
engliihen Flachsſpinnereien die Garnnummer durch die Anzahl Leas auf 
das Pfund beftimmt wird, und daß bie Fadenlänge eines Lea 300 Yarbs 
beträgt. In Schlefien bilden 10 Lens eine Strähne, die alfo eine Fa⸗ 
benlänge = 3000 Yards enthält, und danach würde ein Leinenfaden von 
18 bis 19000 Jards Länge durch fein eigenes Gewicht zerreißen. 


»N Handbuch der Eifenbahnfunde zc., S. 249 der veutfchen über⸗ 
ſetzung von Hermann Köhler, Braunſchw. 1839. 


\ 
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mittelbar den gefuchten Widerftand an. Bezeichnet ꝙ ben 
durch irgend eine horizontale Kraft @ herbeigeführten Dres 
bungswinfel, a den Halbmefier des Bogens CD, W pas 
Gewicht des PBendelapparates und b die Entfernung feines 
‚Schwerpunftes von der Drehachſe A, fo hat man: 


bWSinp = aQ; alfo Sinpy = 22 


demgemäß ift alfo der Sinus des Drehungsmwinfels der Kraft 
@ proportional, wonach fich leicht die Eintheilung des Bo⸗ 
gens BC bewirken Täßt. 

Man könnte dieſen Apparat auch bequem dazu benugen, 
um, wie zuerft erwähnt, die %eftigfeiten verfchievener Fäden 
zu prüfen, indem man biefelben flatt des. Geiles mit dem 
einen Ende bei C am Bogen, mit dem andern Ende aber 
auf dem Mantel einer bei E Horizontal gelagerten Trommel 
befeſtigt Durch langfame Drehung diefer Trommel vermite 
telſt einer mit ihr verbundenen Kurbel wird der Baden aufs 
gewidelt und das Pendel aus feiner fenfrechten Lage ges 
bracht. Auf eine ähnliche Weife hat der Profefior W. Weber 
in Göttingen die Spannfraft und Dehnbarkeit der Seideit- 
fäden beftimmt, worüber pas Nähere in Poggendorf's Anna- 
fen der Phyſik ic. 1835, S. 247, nachzufehen ift. 


Siebentes Kapitel, 


Vom Gleichgewicht der Kräfte an vollfommen biegfamen und 
elaftifchen Körpern. 


J. Bon den Seilmafchinen. 


$. 218. 


Die Seile follen hier als vollfommen biegfame und unzer- 
reißbare materielle Linien ohne Dide vorausgeſetzt werben. 
Auch das eigene Gewicht der Seile bleibt vorläufig außer 
Betracht. 

Denft man ſich das eine Ende eines Geiles .befeftigt, 
während an dem andern Ende eine beliebige Kraft wirkſam 
ift, fo beißt die Wirkung diefer Kraft auf das Seil bie 
Spannung befielben, und die gerade Linie, die das ausges 
fyannte Seil bildet, ftellt die Richtung der Kraft vor. 

Wenn zwei gleihe Kräfte nach entgegengefegten Rich⸗ 
tungen an den Enden eines Seiles wirken, fo daß fie mit 
einander im Gleichgewichte find, dann ift die Spannung des 
Seiles gleich einer der beiden Kräfte, weil man das eine 
Ende als befeftigt anfehen fann, ohne das Gleichgewicht zu 
fören. Sind aber die beiden Kräfte ungleich, in welchem 
alle Fein Gleichgewicht Statt finden Tann, fo ift die Span⸗ 


nung des Geiles gleich der Heineren Kraft; denn der Ueber⸗ 


ſchuß der größeren Kraft über die Fleinere wirft nicht mehr 





! 
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auf Spannung des Seiles, fondern nur allein auf fortge⸗ 
hende Bewegung im Sinne ihrer eigenen Richtung. 

ft ein Seil mit dem einen Ende an einem anderen 
Seile befeftigt, fo nennt man ben Verbindungspunkt einen 
Knoten. Ein fefter Knoten ift ein folcher, deſſen Lage: 
auf dem Seile durch feine Gewalt geändert werben kann; 
dagegen heißt derjenige ein lofer Stnoten, ber ſich wie ein. 
Ning durch jede noch fo Feine Kraft über dem Seile hin 
und her ſchieben läßt. 

Eine Berbindung mehrerer Seile vermittelft fefler oder 
Iofer Knoten, woran ein Syſtem von Kräften, welche vie 
einzelnen Seilenden ausfpannen, im Gleichgeiwichte ift, heißt 
Seilmafhine oder auch Funicularmaſchine. 
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Folgende Aufgaben, die Seilmafchinen betreffend, find 
nach früheren Lehren leicht zu loͤſen: 

1.) Werben drei Seile, welche mittelft eines einzigen 
feften Knotens zufammen verbunden find, von gegebenen 
Kräften gefpannt, und follen letztere mit einander im Gleich“ 
gewichte fein, fo ift zuvörderſt einleuchtend, daß Diefes nur 
dann ftattfinden kann, wenn jedes Seil nach der Richtung 
der daran wirkenden Kraft gerablinig ausgefpannt wird. Da 
nun die Seile als unzerreißbar betrachtet werden, fo wirfen 
bie Kräfte vermittelft der Seile ebenfo auf den feften Knoten, 
als wenn fie unmittelbar daran angebracht wären. Im Falle 
des Sleichgewichts müfjen alfo die ausgefpannten Seile in 
eine-&bene fallen, und zwar nach ſolchen Richtungen, daß 
die Spannung eines jeden Seiled dem Sinus des von den 
beiden andern Seilen gebildeten Winfeld proportional ift. 

Überhaupt finden alle Geſetze, welche früher in Bezug 
auf das Gleichgewicht dreier Kräfte an einem materiellen 
Punkte bewiefen find, und wozu namentlich auch die in 8.42 


“ 
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aufgeſtellten Säbe gehören, auf den jetzt vorliegenden Fall 
eine unbebingte Anwendung. 

2.) Drei durch einen feften Knoten mit einander ver⸗ 
bumdene Seile werben von ben an ihren freien Enbpunften 
angebrachten Gewichten P, Q und B audgefpannt, und zwar 
fo, daß zwei von diefen Seilen über fefte Rollen geleitet find, 
während das dritte Seil frei herabhängt. Man fol den Ort 
des Knotens für den Zufland des &leichgewichtes beftimmen. 
Die Auflöfung geht unmittelbar aus 8. 43, 1) hervor. 

3.) An den Enden dreier, miitelft eines feften Knotens 
verbundener Seile find, wie zuvor, die Gewichte P, @ und 
BR befeftigt, und fedes dieſer Seile tft über eine feſte Role 
geleitet. Die Lage des feften Knotens für den Zuſtand des 
Sleichgewichtes zu beſtimmen. 

Die Auflöfung ergiebt fich leicht nach 8. 43, 2). 


8. 220. 


Aufgaben: 1.) Bon ben brei Seiln KA, KB und 
KC, die durch den feften Knoten K (Fig. 159) mit einan- 
der verbunden find, iſt das eine im Punkte A befeftigt und 
die beiden andern werden von Gewichten P und Q gefpannt. 
Das mit dem Gewicht P belaftete Seil KB ift über bie fefte 
Rolle B geleitet, während das Seil KC, an welchem das 
Gewicht A wirkt, frei herabhängt. Wenn num unter diefen 
Vorausſetzungen ein Gleichgewicht flatifinden fol, fo kommt 
ed darauf an, den Ort des feften Knotens zu beftimmen. 

Zu diefem Ende ziehe man die loibrechte Linie AD 
von beliebiger Länge, fo wie aus dem Punkte D nach will 
fürlicher Richtung eine Linie DE, lebtere von folcher Länge, 
daß fich verhält 
"AD:DE = Q:P. 

Alsdann lege man durch A und E eine gerabe Linie, und 
siehe aus ben beliebigen Punkten D’, D” ıc. ver Lothrechten 
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AD, die Linien D'E', DE” x. fAmmtlich parallel mit DE, 
fo findet immer die Proportion ftatt 
AD:DE = AD’:D’E' = AD’:D’E" «= P:Q. 

Berner ziehe man aus benfelben Bunften D, D/, D“ ıc. bie 
geraden Berührungslinien DB, D’B, D"B ı. an den Um⸗ 
fang der feften Rolle B, und nehme darauf die Stüde De 
= DE, D'e' = D’E', D"’e" = D"’E" u. f.w. Verbindet 
man nun die fo erhaltenen Puntte e, e', e” ıc, durch eine 
ftetige Eurve AeF', und befchreibt mit der Länge bes befe- 
fligten Selles AK aus A als Mittelpunkt einen Kreisbogen 
VW, welder jene Curve im Punkte K fehneidet, fo iſt die⸗ 
fer Durchfchnittspunft der Ort des Knotens für den Zuftand 
des Gleichgewichtes. 

Denn, wenn BK nach L verlängert und LM parallel 
mit DE gezogen wird, fo verhält fi, weil nach der Con⸗ 
ſtruction LK = LM tft, | 

AL:LK = AL:LM = 0:P. 
Im Dreied ALK verhält ſich aber auch 

AL:LK = SnAKL:SinLAK, 

= SinAKB:SinAKC; 
weil nämlich, wie leicht einzufehen, SnAKL = SinAKB, 
und SnLAK = SinAKC if. Demnad hat man auch 
Q:P = SinAKB:AKC, 

eine Proportion, die nach 1) des vor. $. daß Gleichgewicht 
in der gegebenen Seilmaſchine bedingt. 

Es iſt einleuchtend, daß, von welcher Laͤnge auch das 
befeſtigte Seil AK fein mag, ber Knoten K flch doch ſtets 
auf ver Curve AeKF befinden muß, wofern unter den ges 
gebenen Kräften P, Q ein Gleichgewicht flattfinden fol. 
Denkt man ſich nun K als einen Iofen Knoten, der auf dem 
Seile AKBP frei hin und her gleiten Tann, und ſtellt mar 
dann die Frage nach dem Ort deſſelben für den Zuſtand des 
Gleichgewichtes, fo dient zur Antwort, daß die auf bie vorige 
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Art conſtruirte Curve der geometriſche Ort für alle die 
Punkte iſt, wo der bewegliche Knoten unter zweien Kraͤften, 
die ſich wie P: Qverhalten, im Gleichgewichte bleiben kann; 
denn jene Curve hängt nur allein von dem Verhaͤltniß ver 
beiden Gewichte P und @ ab, nicht aber von. der Länge des 
befeftigten Seilendes AK, Die Aufgabe ift daher in Bezug 
auf einen beweglichen Knoten unbeftimmt, weil es unendlich 


viele Punkte giebt, wo derfelbe von ben gegebenen Kräften, 


im Gleichgewichte gehalten werben kann. 


Anmerk. Die obige Aufgabe mit ber zugehörigen Konſtruction ift 
aus Varignon's nouvelle me&canique ou statique entlehnt, wo fie 
T. II. p. 314 — 316 vorgetragen wird. Es mag noch erwähnt werben, 
daß Huber In Genf die fragliche Seilmafchine zur Benubung als Wie- 
genorrichtung empfohlen hat. (Berg. Gehler's phyſ. Wörterb. Bd. X. 
©. 50.) 


2.) Die vorige Aufgabe werde dahin abgeändert, daß 
beide mit den Gewichten P und @ belafteten Seile über die 
feften Rollen B. und C (ig. 160) gehen, während das 
dritte Seil, mit welchem Die beiden erften durch einen feften 
Knoten K verbunden find, in A befeftigt fein mag. Diefer 
Punkt und die beiden feften Rollen liegen in einer vertifalen 
Ebene. 

Dffenbar muß fich auch hier der Knoten auf der Beri- 
pherie. desjenigen Kreiſes VKW befinden, der die Länge des 
befeftigten Seile. AK zum Halbmeffer und den Befeſtigungs⸗ 
punft A zum Mittelpunfte hat. Außerdem muß die Lage 
des Knotens auf dieſer Peripherie fo befchaffen fein, daß, 
wenn man aus ihm nad) A, B und C gerade Linien zieht, 
fih alsdann verhält 

SinrAKB:SnAKC = Q:P. 

Um den Punkt K diefer Bedingung gemäß zu finden, 
verbinde man B und C mit A durch die geraden LinienBA, 
CA, und befchreibe darüber Kreisabfchnitte, wie 3. B. ADB 
‚und. ADC, welche Winfel fafien, deren Sinus fich wie 


1 Bon den Seilmafehinen. - 413 


@:P verhalten. Indem man nun die Bunfte (wie 3. B. 
D), in welchen ſich die Bogen von je zwei zufammengehös- 
rigen SKreisabfchnitten durchfchneiden, mit einander verbindet, 
erhält man eine ftetige Curve AKD, die fich mit dem Kreis⸗ 
bogen VKW in dem gefuchten Punkte K fchneibet. 

Der Beweis ber Richtigkeit dieſes Verfahrens iſt in die 
Augen ſpringend. 


8. 221. 


Aufgaben: 1) An den beiden Punkten A und B 
(dig. 161) find die Enden eines Seiles AKB befeftigt, 
welches länger ald die Entfernung AB if. Mit diefem 
Geile ift ein anderes KC durch einen lofen Knoten K ver- 
bunden, welches Iebtere von einem daran hangenden Gewichte 
P vertifal gefpannt wird. Es fei unfere Aufgabe, den Ort 
des Iofen Knotens für den Zuftand bes ©leichgewichtes an⸗ 
zugeben. . | 

Offenbar muß der Knoten K, fo lange das Gleichge- 
wicht noch nicht eingetreten ift, auf dem Umfange einer ver- 
tifalen, aus den Punkten A und B befchriebenen Ellipſe hin 
und her ſchwanken, und er kann daher nur im tiefften Punfte 
diefer @urve zum Gleichgewichte fommen. Denn in jedem 
andern Punkte verhält er fich wie ein ſchwerer Körper auf 
einer fchtefen Ebene, deren Neigung durch die Tangente an _ 
jenem Eurvenpunfte beftimmt wird, und nach den in $. 172 
entwidelten Grundfägen kann ein folcher Körper nur in dem⸗ 
jenigen Punkte, defien Tangente eine horizontale Lage hat, 
in Ruhe bleiben. 

Dies vorausgefebt, fo ergiebt fih mit Ruͤckſicht auf 
Nr. 45 des Anh. folgendes Berfahren zur Eonftructiven Bes 
fimmung des Ortes, wo der lofe Knoten im Gleichgewichte 
bleibt. 

Man ziehe durh A eine Lothrechte Linie AD, durch⸗ 
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ſchneide diefelbe aus B mit der Länge bes Selle AKB 
«= BD in D und halbire die Linie AD in E. Errichtet 
man num in E den Perpendifel EK auf AD, fo if Defien 
Durchfchnittöpunft K mit BD ber Ort des Knotens und 
AKB die Figur des nufgehängten Seiles im Zuftande des 
Gleichgewichtes. 

Um den Ort des Knotens durch Rechnung zu beſtim⸗ 
men, ziehe man durch den hoͤchſten Aufhaͤngepunkt B eine 
horizontale Linie BG, welche ſich mit der Verlängerung ver 
Lothrechten AD in Gt fchneidet, fe BG = 8, AG = b, 
AE = DE = x, EK = y, und bezeichne die Länge bes 
Seiles AKB = BD mit 1; alsdann it GD = Via; 
AD= a folglich 

x = sB =; ı(—b + vi! — 
Da EK mit GB —* iſt, ſo verhaͤlt 8 DE:EK = 
DG:GB, over x:y = V—a?:a; daher hat man: 
ya X „ al-b+VP—a’) 
vP?—a? 2y2—a® 

Will man die Spannungen S, 8 wiflen, bie in den 
Seilenden KA und KB ftattfinden, fo ergeben fich dieſe leicht 
nad $. 38, wenn man bie Winfel AKF = BKF mit a 
bezeichnet, wo fi) dann S = 4 PSeca« ergiebt. Berüdfich- 

tigt man nun, daß -BDG = LBKF = a ift, fo hat man 





BD 
Sea = 75” Tr: * und folglich 


s zPl 
— 

2.) Mit dem in den Punkten A und B befeſtigten Seile 
AKB, $ig. 162, ſtehen vermittelft eines loſen Knotens zwei 
andere, durch die Gewichte P, @ befchwerten, Selle in Ver⸗ 
bindung. Wenn nun das eine diefer Seile, KP, an dem 


Knoten frei herab hängt, während das andere KCA über 
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eine fefle Rolle C geleitet it, fo foll ber Ort des Knotens 
für den Zuftand des Gleichgewichtes zwifchen beiden Gewich⸗ 
ten unter ber Vorausſetzung beftimmt werben, daß die Rolle 
mit den beiden Befeftigungspunften in einer vertikalen Ebene 
liegt. 

Da der Iofe Knoten auf gleiche Weife, wie bei der vos 
rigen Aufgabe, fortwährend auf der ‘Beripherie einer, aus den 
Brennpunften A und B befchriebenen, Elipfe VKW blei⸗ 
ben muß, fo kann für ihn nur dann ein Gleichgewicht ftatt« 
finden, wenn die Mittelfraft der vertifalen Kraft P und der 
nach der Tangente KC wirkenden Kraft @ in die Richtung 
der Normalen KL zur Elipfe fällt. Um dieſem gemäß den 
Ort des Knotens zu finden, befchreibe man über einer ver⸗ 
tifalen Linie HJ von beliebiger Länge einen Halbfreis HNJ, 
und nehme auf dem Durchmeffer deffelben den Bunft M fo 
an, daß fi fein Adftand vom Mittelpunfte O zum Halb« 
mefler des Kreifes wie P zu © verhält. Sodann Ffonftruire 
man auf befannte Weife zu verfchtevdenen Punkten D, F, ıc. 
der Ellipfe die zugehörigen Normalen DE, FG, ⁊c., ziehe 
parallel mit ihnen im Halbfreife die Sehnen MN’, MN, 
2c. und verbinde Die Endpunkte der letztern mit dem Mittel- 
punkte O durch die Radien ON’, ON”, x. Legt man nun 
an den Umfang des die Rolle vorſtellenden Kreifes C pa⸗ 
rallel zu den genannten Radien die Zangenten TX, UY, ⁊c., 
welche die Verlängerungen der Normalen DE, FG, ı. in 
X, Y ıc. fchneiden, fo entfleht durch die fletige Verbindung 
aller diefer Durchfchnittspunfte eine den Kreis C berührende 
@urve XKY, und der Punkt K, in welchem letztere die 
Ellipſe fcheidet, ift der Ort des Gleichgewichtes für den lofen 
Knoten. 

Denn man ziehe aus K die Bertifale KP, fo wie bie 
Tangente KC zum Umfang der Rolle, und betrachte dieſe 
Linien als die Richtungen der Kräfte P und Q, deren ent« 
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gegengefehte Mitteltraft R, den Widerſtand des Geiles AKB 
vorftellend, nah der Richtung der Normale KL wirkt, fo 
müffen die genannten brei Sträfte am Punkte K mit einander 
im Gleichgewichte fein. Zieht man nun im Haldfreife HNJ 
den Radius ON, und verbindet deſſen Endpunft mit M durch 
die Sehne MN, dann ift diefelbe mit der Normalen KL 
der Ellipfe parallel, weil K ein Punkt der Curve XKY if. 
Das im Halbfreis entflandene Dreied MNO ift demnach fo 
befchaffen, daß die Seiten deſſelben den Richtungen der am 
Punkte K wirfenden Kräfte P, @ und R parallel, die Laͤn⸗ 
gen diefer Seiten alfo (nach $. 42) den Iuntenfitäten ber 
genannten Kräfte proportional find. In dem Maße alfo, 
wie die beiden Seiten MO, ON die Sträfte P und @ vor- 
fiellen, ift die dritte Seite MN der Repräfentant ihrer Mit 
telfraft R. 

Durch Zerlegung der Kraft R nach den Richtungen 
CA und CB, erhält man die in diefen Seilenden ftattfin- 
denden Spannungen, welche alfo gleich find, weil R den 
Winfel AKB halbirt. WIN man die Größe dieſer Spans 
nungen durch Linien darftellen, fo konſtruire man über der 
Sehne MN des Halbfreifes das gleichfchenfliche Dreier 
MSN, indem man bie Geraden MS und NS bezüglich den 
Linien BK und AK parallel zieht. Diefe Geraden geben 
dann die fraglichen Spannungen nah Maaßgabe, wie bie 
Seiten des Dreiedd MON die Kräfte P, @ und R vor- 
ftellen. 


Anmert. Das zur Löfung obiger Aufgabe mitgetheilte Verfahren 
findet ganz in berfelben Weife Anwendung, wenn ftatt der Ellipfe VEW 
irgend eine ebene fefte Curve gegeben ift, die durch ihren Widerſtand einen 
aufgefhobenen Ring unter den in ber Aufgabe ausgeiprochenen Bedin⸗ 
gungen im Gleichgewicht erhält. Statt der Gewichte P, Q können auch 
zwei gegebene Sräfte an dem Ringe wirken, beren eine mit einer gege- 
benen Geraden parallel fein, deren andere aber einen gegebenen Kreis be- 
sühren, oder durch einen gegebenen Bunft gehen fol. 
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Auch bie erfte Aufgabe bes vor. $. läßt fich nach biefer Methode be- 
handeln, was aber weniger einfach als bie von Varignon angegebene 
Konftruction ausfallen würbe, 

3) Ein mit feinen beiden Enden in den Bunften A und 
B befeftigtes Seil ACDB (Fig. 163) ift vermittelft zweier 
fefter Knoten durch die Gewichte P und @ belaftet, die an 
bejondern Seilen frei herabhangen. 8 wird verlangt, die 
Bedingungen des Gleichgewichtes anzugeben. 

Man verlängere die befeftigten Seilenden AC, BD big 
fie fih mit den Lothrechten CP, DQ inF und E fchneiden, 
und zerlege die Gewichte P, Q nach dieſen Verlängerungen 
und den von CD in die GSeitenfräfte P', P", Q’ und Q". 
Zur Beftimmung der letern hat man die Vergleichungen: 

P:P':P" = DF:CD:CF; 
cD „_c#® 
alfo P= pr®; P'= pr® 
Ä 0:0°:0" = CE:CD:DE; 
‚_ CDy,. gu „ DE 
alſo (' = CE Q GE? 
Als Bedingung des Gleichgewichtes müſſen nun zunörderft 
die entgegengefegten Spannungen P’ und Q’ einander gleich 
fein, was auf die Proportion führt: 
P:Q = DFE:CE. 
Die Spannungen der befeftigten Seilenden ergeben ſich dem⸗ 
nächft durch die obigen Ausdrüde von P’” und O“, welche, 
mit Rüdficht auf vorftehende Proportion, fich folgendermaßen 
mit einander vergleichen laſſen: 
P":Q" = CF: DE. 

Anmerk. Auch diefe Seilmaſchine hat man zur Benutzung als Wiege⸗ 
vorrichtung (Seilwaage genannt) empfohlen, indem nämlich vermöge der 
obigen Proportion, nach welcher die Längen der Stücke CE unb DF ſich 
umgekehrt wie die daran hängenden Gewichte verhalten, das eine der letz⸗ 
tern beſtimmt werden kann, wenn man das andere als bekannt voraus⸗ 


ſeßt. Daß der Vorſchlag ohne praltſchen wen iſt, bern faum ber 
Erwähnung. 


1. 27 


418 Siebentes Kap. Vom Sleichgew. volll. biegſamer u elaſt. Körper. 


$. 222. 

Allgemeinere Unterfuhung über das Gleichge— 
wicht der Seilmaſchinen. ‚Seilpolygon in einer 
Ebene. Eine beliebige Anzahl von Kräften wirft am 
einem Seile MA’B'...E'N (Fig. 164), welches mit den 
beiden Endpunften M und N befefligt ift und das, feiner 
Form wegen, ein Seilpolygon genannt wird, Um die 
Bedingungen des Gleichgewichtes zu finden, mögen A, B, . 
C,... 20. die Kräfte bezeichnen, welche an den Seilenden AA’, 
BB', CC',... ıc. wirken, und A’, B’, C,... ıc. ſiellen fefte 
Knoten vor, wodurch die eben genannten Seilenden mit bem 
Seile MA’B’..E'N verbunden find. Setzt man voraus, daß 
fid) alle Seile in einer und derfelben vertifalen Ebene befin⸗ 
den, die von der Bigurentafel vorgeftellt werben mag, fo 
follen die Winkel, welche die gegebenen Kräfte mit dem Ho⸗ 
rizonte bilden, durch a, 4, 7)... bezeichnet und in bemfelben 
Sinne von 0 bis 360 Graden gezählt werden. Berner feien 
P, S, T,...@ die Spannungen in den Enden MA’, A’B', 
B’C',...E'N des befeftigten Seiles und u‘, a’, P,... ıc. die 
Winkel, welche diefe Seilenden dann mit dem Horizonte bil⸗ 
den, wenn das Syftem im Gleichgewicht ift. 

Damit nun leptered im ganzen Syſteme ftattfinde, fo 
muß jeder einzelne Theil deffelben unter den daran wirkenden 
Kräften für fih im Gleichgewichte fein. Betrachtet man 
demnach zuerft den Knoten A’, an welchem bie drei Sträfte 
A, S und P nad den Richtungen A’A, A’B’ und AM 
wirfen, fo find a, «@' und 180° + die Winkel, welche dieſe 
Richtungslinien mit der Durch den gemeinfchaftlichen Angriffe- 
punft A’ gezogenen Horizontallinie in demfelben Sinne bilden. 
Rah 8. 47 hat man für das Gleichgewicht dieſes Knotens 
bie folgenden zwei Bebingungsgleichungen: 

PCos(180-+u') + ACos« + SCos«’ = 0, 
PSin (180+u”) + ASina + SSin«e’ = 0; 
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voelche fich auch folgendergeftalt darftellen laffen: 
a) —P Cosu' + ACosa + SCose' == 0, 
—PSin«“'+ASinae +SSin«' = 0, 
Ehen fo ergeben fi für das Gleichgewicht der übrigen Kno⸗ 
ten die Bebingungsgleichungen: 
2) —SCos«' + BCos + TCosß' = 0, 
—SSin« + BSn? + TSof = 6; 
3) -TCos + CCOosy + UCosyf = 0, 
| —TCinf' + CSioy + USiny' = 0; 
(4 una DCosö 4 VCosd’ = 0, 
—USiny' + DSindö + VSind’ = (0; 
(5) —VCosö’ + ECosz + QCosn' = 0, 
—VSind’ + ESinn + QASny = 0 u. ſ. w. 
Da für jeden Knoten zwei Bebingungsgleichungen des 
Gleichgewichtes flattfinden, fo ift die Anzahl biefer Gleichun⸗ 
gen doppelt fo groß als die der Knoten. Sind n +1 Seil⸗ 
enden im Polygon MA’B’...E'N und alfo n Knoten vor- 
handen, fo ift die Anzahl der obigen Gleichungen = 2n. 
Bezeichnet man Pie Längen der einzelnen Seilenden zwifchen 
den feften Knoten nach der Reihe mit m, a, b, co... n, Die 
Horizontale Entfernung ML der beiden Endpunfte M und N 
von einander mit h und ihre vertifale Entfernung LN wit 
k, fo laſſen fih noch folgende zwei polygonometrifche Glei⸗ 
chungen aufflellen: 
m Cosu' +aCose'+bCosf'-+... +nCosn' = h, 
(6) Im Sin w +3 Sin «' -+-h8Sm #’ +... +nSiny'=k; 
fo daB man im Ganzen 2n -+ 2 Öleichungen hat. Ge 
mwöhnlich find die Spannungen in ven n-+1 Seilenden und 
ihre Richtungswinfel zu beftimmen, welches zufammen ges 
nommen 2n -+ 2 unbefannte Größen find, die durch eben 
fo viele vorhandene Gleichungen beftimmt werben Tönnen, 
Da diefe Beftimmung aber, wie leicht zu ermefien iſt, auf 
große Weitläufigfeiten führen würbe, fo laſſen wir uns bier 
27 * 
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nicht weiter darauf ein, ſondern befchränfen uns einfach nur 
auf die Betrachtung des Sleichgewichtes der am Seilpolygon 
wirkenden Kräfte. | 
Addirt man nämlich alle erſten und alle zweiten Gleis 
Hungen der obigen Gruppen, und fept zugleich flatt ver 
Winfel u’ und 7’ die zugehörigen innern Nebenwinfel u und 
v, fo entfteht 
+PCosu—QCosv-+ACose +BCosß+CCosY +..=0, 
—PSin u—QSinv +ASina +BSin ? +CSiny-+..=0. 
Diefe beiden Oleichungen find ald Bedingungen des Gleich- 
gewichtes hinreichend, und umgekehrt ift im Syſtem allemal 
ein Gleichgewicht vorhanden, fo oft ihnen Genüge gefchieht. 
Sie geben überdies noch zu erfennen, daß die Kräfte am 
Seilpolygon daſſelbe Gleichgewicht bedingen, als wenn fie, 
ihren Richtungen paralkel, fümmtlich an demfelben materiellen 
Punkte angebracht werden. 


8. 223. 


Anwendung auf einen befondern Fall. Wirken 
alle gegebenen Kräfte A, B, C,...ıc. nach lothrechten Rich 
“tungen (Fig. 165), fo Fönnen fie ald Gewichte betrachtet 
werden, welche die Seilenden, woran fie befeftigt find, loth⸗ 
recht ausfpannen. Fuͤr biefen befondern Sal findet man vie 
Bedingungen des Gleichgewichtes, wenn man in den beiden 
zulegt entwidelten Gleichungen jeden der Winfel &, P, >,...ıc. 
gleich einem Rechten febt; dadurch erhält man 
d) - PCosu — QCosv = 0, 

(2) PSinu + QSinv = A+B+C+...=R; 
wo R die Summe der. Gewichte A, B, C...ıc. bezeichnet. 
Die Producte PCosu, PSinu und QCosv, OSinv geben 
befanntlich die Seitenfräfte von P und Q bezüglich nach ho⸗ 
rizontaler und vertifaler Richtung. Aus den obigen Glei« 
“ungen folgt daher, daß die horizontalen Seitenfräfte ber 
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Spannungen in ben befefligten Endſeilen einander gleich, 
die vertifalen Seitenfräfte diefer Spannungen aber zuſam⸗ 
men genommen der Summe aller aufgehängten Gewichte 
gleich find. 

Dffendar wird das Gleichgewicht im Seilpolygon nicht 
geftört, wenn man irgend einen Punkt deffelben, 3. B. den 
Edpunft A’, befeftigt und dafür das Ende A'M entfernt 
denft. Bezeichnet S die Spannung in A’B’, fo gelten für 
diefelbe gleiche Gefebe, wie fie fo eben für P ausgefprochen 
wurden. Namentlich ifl, wenn S nach horizontaler und ver- 
tifaler Richtung zerlegt wird, die Seitenfraft nach der erften 
Richtung dem Ausprude QCosv gleih. Da dies nun von 
allen übrigen Bolygonfeiten ebenfo gilt, fo folgt das allges 
meine Geſetz: Die horizontale Seitenfraft ver Span⸗ 
nung einer jeden Bolygonfeite ift Fonftant und dem 
Eofinus ihres Neigungswinfels gegen den Hori— 
zont umgefehrt, oder der Sefante dieſes Winkels 
Direct proportional. 

- Da nun, wie ein Blid auf Die Figur Iehrt, die Poly⸗ 
gonfeiten vom tiefften. Eckpunkte an aufwärts nach den Aufs 
hängepunften M und N zu immer größere Neigungswinfel 
mit dem Horizonte bilden, fo werden dem entfprechend auch 
die Spannungen immer größer, fo daß in der am tiefften ges 
fegenen Polygonfeite die Heinfte, in der am höchiten gelege⸗ 
nen Seite A'M hingegen die größte Spannung ftattfindet. 
Wäre alfo eine Polygonfeite vorhanden, die eine horizontale 
Lage hat, fo würde hier überhaupt die Heinftmögliche Span⸗ 
nung ftattfinden. 

Multiplicirt man die. erſte Gleichung mit Sin», Die 
zweite mit Cosv und addirt dann beide Refultate, fo wird 
Q eliminirt und man erhält 

P(SinuCosv + CosuSinv) = RCosv; 
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Kraft P, welche am Knoten A’ nad der Richtung A’M 
wirkt, als Die entgegengefeßte Mittelfraft der beiden Kraͤfte 
A und S zu betrachten, von benen bie eine lothrecht, Die 
andere aber nad) der Richtung der Polygonſeite A’ B 
wirkt. Eben fo ift der Knoten B’ zu betrachten als im 
Bleichgewicht unter den Kräften S, B und T, die nad) ben 
Richtungen B'A', B'B und B’C’ wirken; der Knoten C als 
im Gleichgewicht unter den Kräften T, C und U, u. f. f. 
Dies vorausgeſetzt, ſtelle man die lothrechten, am Seilpoly- 
gon wirkfamen Kräfte A, B, C, D, E, ıc. durch die ihnen 
proportionalen Stüde ab, bc, cd, de, x. dar, welche. auf 
der geraden Horizontallinie mn (Fig. 166) nach einander 
abgetragen werben. Zieht man nun aus den Bunften a und 
b die Linien ao, bo normal auf den Richtungen der Polys 
gonfeiten MA’, A’B’ der vorigen Figur, fo entficht ein Dreied 
abo, deſſen Seiten den Kräften P, A und S, auf deren 
Nichtungen fie normal fliehen, proportional find. Die beiden 
Linien ao und bo ſtellen alfo ebenfo die Spannungen P 
und S in den Polygonfeiten MA’, A’B’ vor, wie das Stüd 
ab das in A’ aufgehängte Gewicht A vorſtellt. 

Man verbinde ferner in Fig. 166 den PBunft c mit o 
durch die Gerade co, fo entſteht ein zweites Dreieck bco, 
von welchem zwei Seiten bo, bc auf den am Sinoten B' 
wirfenden Kräften S und B normal und deren Ssntenfitäten 
proportional find. Nach 8 42, 3) muß alfo auch die dritte 
Seite co normal auf B’C’ und der in diefer Richtung wir⸗ 
Senden Kraft T proportional fein. 

Diefe Schlüffe Tann man weiter auf die Berbindungs« 
linien do, eo, fo, u, f. w. fortfeßen, und es ergiebt fich 
dann leicht, daß die genannten Linien auf den Polygonſeiten 
C'D', D'E, E'N normal find und bie Spannungen dar, 
ftellen, welche diefe im Zuftande des Gleichgewichtes zu er- 
leiden haben, 
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Aus diefer Darftellung folgt alfo, daß, wenn man auf 
einer horizontalen Linie eine Reihefolge von geradlinigen 
Stüden abtheilt, die den am Seilpolygon im Gleichgewicht 
befindlichen Gewichten proportional find, und aus den Thei⸗ 
fungspunften gerade Linien normal auf die Richtungen der 
einzelnen Polygonfeiten zieht, alsdann dieſe Linien fich in 
einem und demfelben Punkte fchneiden, und ihre Längen den 
Spannungen derjenigen Seiten des Polygons proportional 
find, auf deren Richtungen fie perpendifulär gezogen wurden. 
Hiernach läßt fi num leicht beurtheilen, wie die Span⸗ 
nungen in den einzelnen Polygonfeiten zu beiden Seiten des 
tiefften Edpunftes nad) den Aufhängepunften zu wachfend 
fortfchreiten. Auch ergiebt fih fofort, daß dad aus dem 
Punkte o auf die Horizontale af (Fig. 166) gezogene Loth 
ox den Fonftanten Werth der horizontalen Seitenfräfte aller 
Spannungen vorftelt; denn die Winkel, welche die. den 
Spannungen proportionalen Linien ao, bo, co, ... ⁊c. mit 
dem Lothe ox bilden, find nach der Reihe denjenigen Win⸗ 
feln glei), unter welchen die Bolygonfeiten MA’, A'B‘, 
B’C',... 20. gegen den Horizont geneigt find. 


8. 225. 


Kettenpolygon. Bei den vorhergehenden Unterſu⸗ 
ungen dachten wir uns das Polygon MA'B’...N (ig. 165) 
als aus lauter vollfommen biegfamen Seilenden beftehend, in 
deren Berbindungsfnoten A’, B', C',... ı. die Gewichte A, 
B, C,... ır. aufgehängt waren. Man wird leicht einfehen, 
daß Die vorgetragenen Lehren feine Anderung erleiden, 
wenn man fich die Polygonſeiten MA’, A’B’, B'C', ıc. als 
ſchwere Stäbe vorftellt, Die in den Punkten A’,.B‘, C',...ıe. 
(Fig. 167) durch Ringe fo mit einander verbunden find, daß 
das Syſtem dadurch vollfommen beweglich if, und ungehin« 
dert jede Form annehmen kann, die der Zuftand des Gleich⸗ 
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gewichtes erfordert. Statt des gewichtslofen Seiles hat man 
dann eine ſchwere Kette mit gerablinigen Stäben,. und die 
Figur, welche dieſelbe im Zuftande des Gleichgewichtes bilvet, 
heißt ein Kettenpolygon. 

Bezeichnet man nämlich die Gewichte der genannten 
Stäbe nach der Reihe mit qu, 42, Yss...2%., fo fann man 
jedes derfelben in zwei parallele Seitenfräfte zerlegen, welche 
durch die Endpunfte der zugehörigen Stäbe gehen. So ent- 
ftehen 3. B., wenn man der Einfachheit wegen jene Stäbe 
als prismatifch vorausfebt, aus qı zwei lothrechte Seitens 
Träfte, jede = 441, deren Angriffspunfte in M und A’ lies 
gen; aus q. entftehen zwei lothrechte Geitenfräfte, deren In⸗ 
tenfitäten 44», 39, und von welchen A’, B' die Angriffe- 
punkte find; eben fo zerlegt fih qs in zwei Seitenfräfte, jede 
= 3Qs, deren vertikale Richtungen durch B’ und C’ .gehen, 
u. f. w. Diefem gemäß find die Verbindungspunfte A’, B’, 
C,...x. den Wirfungen der lothrechten Kräfte 3. (qı + ga), 
(q. +48), I(qa + 94), u. ſ. w. unterworfen, von denen jede 
gleich der halben Summe ber Gewichte zweier SKettenftäbe 
ift, die in einem jener Punkte zufammen treffen. Bezeichnet 
man diefe Iothrechten Kraͤfte nach der Reihe mit A,B,C...ıc., 
fo fann man: fih das Polygon felbft als gewichtslos vors 
ſtellen, und dann hat man wieder den im vorigen Paragra- 
phen betrachteten Fall. 

Es gelten alfo für das Kettenpolygon dieſelben Geſetze, 
die im Vorhergehenden für das Seilpolygon gefunden wur⸗ 
den. Dahin gehören vornehmlich: daß die horizontale Sei- 
tenfraft der Spannung in jeder Polygonſeite Fonftant iſt, 
und daß der Schwerpunft der ganzen Kette MA'B'...N in 
der Bertifalen OX liegt, die durch den Durchfchnittspunft O 
der verlängerten Endſtaͤbe MA’, NE’ geht. Eben fo liegt 
der Schwerpunft eines beliebigen Theils A'B’C’...N der 
Kette lothrecht über dem Bunfte O', in welchem fich die 
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Berlängernngen ber Endſtaͤbe A’B’, NE’ dieſes Keitenſtucks 
ſchneiden. 

Will man die Spannungen in den Seiten des Ketten⸗ 
polygons beſtimmen, unter der Vorausſetzung, daß daſſelbe 
von gleichmaͤßig ſchweren Staͤben gebildet wird, ſo nehme 
man auf der geraden Horizontallinie mn (Fig. 166) die 
Stüde ma‘, a’b‘, b’c',...c'n den Gewichten der Bolygonfei- 
ten.MA', A'B', B’C',...E'N (fig. 167) proportional und 
siehe aus den Mitten a, b, c...f diefer Stüde die Linien 
a0, bo, co,... fo nach Richtungen, welche auf den corre⸗ 
fpondirenden Polygonfeiten fenfrecht find. Alle diefe Linien 
werden dann, eben fo wie vorhin, in einem und bemfelben 
Punkte o zufammenlaufen und durch ihre Längen p, s, t....q 
die Größen der gefuchten Spannungen P, 8, T,...Q0 dar⸗ 
ftellen. Denn es ift offenbar ab = I(ma’ ah‘) = 
3(gı +92); be = j(ab’ + bc) = 3 (q. + gs); cd 
3b’ +cd) al .); u ſ. w.; folglich flellen bie 
Stüde ab, be, ed..ıc. die Gewichte A, B, C...ıe. vor, 
welche in den Punkten A’, B‘, C’...2c. des Polygons als 
wirkam gedacht werben können. Der übrige Theil des Bes 
weifes ift nun genau eben fo, wie im vorigen Parapraphen. 

Man denke fich den Punkt c’ (Fig. 166), in welchem 
bie beiden, den Gewichten der unterften Stäbe B’C’ und 
CD’ yproportionalen Linien b’c’ und c’d’ yufammenftoßen, 
mit dem Punkte o durch eine Gerade oc‘ verbunden. Steht 
diefe Berbindungslinie fenfrecht auf mn, fo find die Winfel 
c’oc; c’ob, c’oa, u, f. w. denjenigen gleich, die von den 
Polygonfelten B'C', A'B‘, MA’, u. f. w. mit dem Horizonte 
gebildet werden, was fehr leicht bewiefen werben kann, und 
die Stüde c’c, c’b, c’a u. f. w. ftellen dann die trigonor 
metrifchen Tangenten biefer Winfel vor, wenn oc’ als Radius 
betrachtet wird. Sind nun die ®ewichte qi, Ya; Ga... 26. 
der genannten Polygonfeiten alle einander gleich, fo müflen 
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auch die fle darſtellenden Linien ma’, a’b‘, b’c’... ıc. und 
mithin aud) die Stüde ab, bc, cd... x. gleiche Längen 
haben. Der Punkt c’ wird daher die Mitte von cd fein, 
und ed wird fich verhalten c:cb:ca:ıc. = 1:3:5::«. 
Die trigonometrifhen Tangenten der Neigungs— 
winfel, welche die Bolygonfeiten B'C', A'B', MA, 
x. mit dem Horizonte bilden, verhalten fih dem— 
nach wie die ungeraden Zahlen. 


1. Bon der Kettenlinie. 


+ 


$. 226, 


Erklärung und Orundgleichungen der Ketten— 
linie. Die. in den vorhergehenden PBarapraphen für ein 
Seil⸗ oder Kettenpolggon gefundenen Geſetze muͤſſen offenbar 
jedesmal flattfinden, wie groß auch die Anzahl der Polygon⸗ 
feiten, und wie Hein auch die Längen berfelben fein mögen. 
Denkt man ſich nun jene unendlich groß und biefe unendlich 
Hein, fo geht das vorhin betrachtete Polygon in eine fletige 
Curve über, welche Kettenlinie (Catenarie) heißt. Dielen 
Namen führt die Eurve deswegen, weil die Krümmung einer 
fchweren, mit ihren Enden an zwei feften Punkten aufge- 
hängten, Kette — etwa einer feinen goldenen Damenfette — 
die erfte DBeranlafjung gab, die geometrifche. Natur biefer 
frummen Linie zu erforichen.*) 

Es ftelle nun MCN, Fig. 168, bie Gehalt einer in 
den Punkten M und N aufgehängten Kettenlinie vor, deren 
tieffter oder Scheitelpuntt fich in C befindet, Die Langente 


*) Die erſte Anregung biezu ging son Galilei aus, worauf fid 
bie beiden Brüder Jacob und Johann Bernoulli mit ber Unterfu- 
hung biefer Curve befchäftigten, bie Leibnitz, Huygens und fpäter 
Gregori ihre Eigenfchaften entdeckten. 
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CT an diefem Punkte hat dann eine Horizontale Rage, und 
wenn man außerdem noch an dem beliebigen Gurvenpunfte 
D eine Tangente DS zieht, die ſich mit der vorigen. in O 
ſchneidet, fo liegt diefer Punft, dem Vorhergehenden gemäß, 
Iothrecht unter dem Schwerpunfte des Curvenſtücks CD, deſ⸗ 
fen Gewicht = R fein mag. Bezeichnen S und T die Span⸗ 
nungen in ben Gurvenpunften D und C, fo kann man bie- 
felben als Kräfte betrachten, die nach den Richtungen ber 
Tangenten OS, OT wirfen und mit der vertikalen Kraft 
R am Bunfte O im Gleichgewichte find. Nach $. 223 (5) 
finden nun, wenn x und A die Winkel bezeichnen, welche die 
genannten Tangenten mit der Vertifalen OX bilden, folgende 
Gleichungen ftatt: 
R Sin? ‚_ .R-Sin« 
— So@+i’ — Sinx-+A)' 
Da aber ZA 900 und alfo Sin = 1, Sin(x-Hi) = 
Cosx ift, fo hat man auch 
S= a T=R: Tangx 

oder, wenn ꝙ den Winkel bezeichnet, den Die Tangente OS | 
mit dem Horizonte bildet, und welcher x zu einem Rechten 


ergänzt, 
R 


a = Sinp’ T= Tang ꝙ 

Aus dieſen Gleichungen ergeben ſich, wenn man R und S 
als Functionen von T darftelit, die Ausprüde 

(2) R= T-Tangy; S= T-Secy. 

Da nun T konſtant ift, fo lehrt der erfte Ausbrud, daß 
die Gewichte beliebiger Eurvenftüde, die auf der Kettenlinie 
von deren Scheitelpunft an abgetheilt werden, fich wie bie 
trigonometrifchen TZangenten der Winkel verhal- 
ten, welche die geraden Berührungslinien an ben 
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Endpunften jener Eurvenftüde mit dem Horizonte 
bilden, 

Der zweite Ausdrud zeigt, daß die Spannungen in den 
verfchiedenen Punkten der Kettenlinie vom Scheitel nach den 
Aufbängepunften zu ftetig wachfen, fo daß in C die Hleinfte, 
in M bie größte Spannung ftattfinde. Denn die tangen- 
tiale Spannung S im Punkte D ift der Sefante des da⸗ 
ſelbſt ftattfindenden Neigungswinfeld ꝙ proportional, und 
diefer Winfel wird augenfcheinlich deſto größer, je mehr fich 
der genannte Punkt dem Aufhängepunfte M nähert. 

Zerlegt man die Kraft S im Punkte D nach horizon⸗ 
taler und vertifaler Richtung in die Seitenfräfte S’ und S”, 
fo erhält man dafür: 

8) S’'=-SCagpg=|1T, 8 SSinꝙ; =R. 

Kür jeden beliebigen Punkt der Kettenlinie 
ift alfo die horizontale Seitenfraft der Span» 
nung eine conflante Größe, und zwar jedesmal 
gleich der Spannung, die im tiefften Bunfte oder 
im Scheitel der Eurve ftattfindet. 

Die vertifale: Seitenfraft der Spannung 
eines beliebigen Punktes ift allemal gleih dem 
Gewichte des Seilftüdes, welches zwifchen die— 
fem Punkte und dem Scheitel enthalten ift. 

Obige Gefepe find unabhängig von der Art und Weife, 
wie die Schwere über die Länge der Kettenlinie vertheilt ift, 
und in biefer Beziehung find unendlich verfchiedene Annahmen 
möglich, deren jede einer andern Form der Curve entfpricht: 
Gewöhnlich ſetzt man eine ‚gleichmäßige Vertheilung der 
Schwere voraus, fo daß gleiche Enrvenftüde auch gleiche 
Gewichte haben; die -diefer Annahme entfprechende Curve 
heißt dann die gemeine Kettenlinie, von welcher Hier zu⸗ 
nächft die Rede iſt. Weiterhin werden wir eine Kettenlinie, die 
einer andern Bertheilung der Schwere entfpricht, kennen lernen. 
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8. 227. 


Konftructive Behandlung der gemeinen Ket- 
tenlinie. Die gemeine Kettenlinie dann als ein Polygon 
von unendlich vielen Seiten betrachtet werben, deren unend«- 
lich Heine Längen gleiche Gewichte haben. Man dente fich daher 
die Curve MCN (fig. 168) in eine beliebige Anzahl gleicher 
Theile getheilt und auf einer horizontalen Linie mn, welche 
dem Gewicht der ganzen Kettenlinie proportional ift, eben fo 
viele gleiche Theile genommen. Zieht man nun aus ben 
Mitten der auf mn abgetheilten Stüde gerade Linien, bie auf 
den correfpondirenden Stüden der Curve MCN normal find, 
fo laufen alfe dieſe Linien in einem und bemfelben Punkte o 
zufammen, und ihre, zwifchen biefem Bereinigungspunfte und 
der Geraden mn enthaltenen, Laͤngen ſtellen eben fo bie 
Spannungen in den zugehörigen Elementen der Kettenlinie 
vor, wie die Länge mn das ganze Gewicht diefer Curve. 
Die auf mn perpendifuläre Linie oc iſt demnach das Maaß 
der Spannung T im Scheitelpunfte C, und «8 leuchtet ſo⸗ 
fort ein, daß die Spannung in biefem Punkte Heiner fein 
muß, als in jevem andern Punkte der Curve, weil bie Ver⸗ 
tifale oc die Heinfte von allen denjenigen Linien iſt, bie -von 
o nad) mn gezogen werben fünnen. 

Iſt die gerade Linie od normal auf das Element D 
ber Kettenlinie, fo flelt doc den Winkel ꝙ vor, der von 
der Tangente am Punkte D mit dem Horlzonte gebildet 
wird. Im dem rechtwinflichen Dreieck doc hat man daher 

cd = 0c-Tangp; od = 0c-Secy, 
oder, weil fih cd:do:0c = R:8;:T verhält, 
R = T-Targy; S= T:-Secy, 
welches die im vorigen Baragraphen aufgeftellten Gleichun⸗ 
gen (2) find. | 
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. Haben die auf der Horizontallinie mn liegenden Bunfte 
d und e gleiche Entfernungen von der Bertifalen oc, fo find 
Die Spannungen do und eo einander glei und die corref- 
pondirenden Eurvenelemente, von welchen D und E die Mit« 
telpunfte bedeuten, haben eine gleiche Lage auf der Kettenlinie. 
D. 5. die fpigen Winkel, welche dieſe Elemente mit dem 
Horizonte bilden, und Die Längen der Seilenden CD und 
CE find einander gleich; denn jene werben von ben gleichen 
Winkeln doc, eoc, und diefe von den ebenfalls gleichen 
Zängen cd und ce vorgefteli. Da died nun von allen 
übrigen Elementen der Curve, die paarweiſe zu zwei homo⸗ 
Yogen Linien wie od und oe gehören, eben jo gilt, fo folgt, 
Daß je zwei Eurvenelemente, die wie D und E gleiche Ents 
fernungen vom Scheitel C haben, ſich mit ihren Mitten auf 
einer und berfelben Horizontallinie DE befinden, und lebtere 
wirb vonder durch ben Scheitel gehenden Bertifalen halbirt. 
Die Kettenlinte ift folglich in Bezug auf diefe Ver- 
tikale eine fummetrifche Curve. 

Es feien ca und cd zwei geraden auf der Horizontalen 
mn vom Punfte c aus genommenen Linien, die den Gewich⸗ 
ten, und alfo auch den Längen, ver Bogen CA und CD 
proportional find, und ao, do die Normalen auf den Tane 
genten, welche an den Endpunkten jener Bogen gezogen wer« 
den, fo ſtellen aoc und doc die von den genannten Sans 
genten mit dem Horizont gebildeten Winfel @ und ꝙ vor, 
Offenbar verhält fih num ca:cd = Tang aoc: Tangdoc; 
folgih ud CA:CD = Tange : Tangy. 

D. h. Die Längen zweier Bogen ber Kettenlinie, von 
derem Scheitelpumfte aus genommen, verhalten fich zu ein⸗ 
ander, wie die trigonometrifchen Tangenten ber 
fpigen Winfel, welche die durch die Endpunkte ber. 
Bogen gezogenen geraden Berüährungslinien mit 
dem Horizonte bilden. 
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Wenn man alfo den Zweig CM der SKetienlinie, wel- 
cher zwifchen dem Scheitel C und dem Aufbängepunfte M 
enthalten ift, in eine beliebige Anzahl gleicher Theile theilt, 
und durch die Theilpunfte gerade Berührungslinien legt, fo 
fchließen Iegtere mit dem Horizonte Winfel ein, deren trigo⸗ 
nometrifche Tangenten fich wie die natürlichen Zahlen 
verhalten. Zieht man aber die geraden Berührungslinien 
durch die Mitten der gleichen Bogenftüde, fo verhalten fich 
die trigonometrifchen Tangenten der von ihnen mit dem Ho⸗ 
rizont gebildeten Winkel wie die ungeraden Zahlen. 

Diefe Sätze gelten allgemein, wie groß oder Hein man . 
auch die Bogenftüde der Kettenlinie annehmen mag. 


$. 228. 


Ähnliche Kettenlinien. Zwei Kettenlinien MCN 
und M'C'N’ (Fig. 168 u. 169) find einander ähnlich, wenn 
fih ihre Aufhängepunfte M,N und M, N entweder auf 
einer und derfelben, ober auf zwei parallelen Linien befinden, 
und wenn überdies bie rectificirten Längen der Euren MCN 
und M'C’N’ daſſelbe Verhältniß zu einander haben, wie 
die Entfernungen MN und M!N’ zwifchen ihren Aufhänge- 
punften. oo 
Denn das Gleichgewicht, welches .für die Kettenlinie 
MCN ftattfindet, wird nicht geftört, wenn man bie einzelnen 
Elemente dieſer Eurve und die Entfernung zwifchen ihren 
Aufhängepuntien, ohne etwas an den Richtungen diefer Ges 
genftände zu ändern, gleichzeitig um proportionale Stüde 
gerfürgt, fo daß fih immer MCN:M'CN' = MN:M'N‘ 
verhält. Daher wird das Gleichgewicht auch noch ftattfinden, 
wenn bie Gurve MCN ſich auf die ihr ähnliche M/C'N’ 
reducirt hat, und es werben die Elemente der letzieren Eurve 
mit den gleichliegenden ber erfteren bezüglich parallel fein. 
Hieraus folgt ferner, daß die convergirenden Linien ao, do, 





Il. Bon ber Seitenlinie. 433 


co, 00, u. f. w., welche die Spannungen in den Punkten 
A,D, C, E der Kettenlinie MCN darſtellen und in dieſen 
Punkten auf den Elementen der genannten Eurve normal 
find, auch zugleich für die ähnlich liegenden Punkte A‘, D', 
, C©', E’ der Kettenlinie M'C/N’ die Normalen, der Richtung 
nach, fein werden. Zieht man daher die Linie m’n’ parallel 
mit der Horizontalen mn und in einem folchen Abftande von 
ihr, daß ib mw :mn = M'N'’:MN oder = M'C'N' 
:MCN verhält, fo ftellen die zwifchen dem Punkte o und 
ver Horizontalen m'n’ enthaltenen Linien a’o, d’o, c’o, e’o 
die Spannungen dar, welche in den Bımlten A', D‘, C', E‘ 
der zweiten Kettenlinie ftatifinden. 

Zwei Spannungen do und d’o, welche zu parallelen 
Elementen D und D/ der beiden ähnlichen SKettenlinien ge⸗ 
hören, follen Homologe Spannungen genannt werben. 
Es ift Teicht zu beweifen, daß ſich do:do = mn:m’n‘, . 
alfo au) = MCN:M’C/N’ verhält; d. h. in zwei ähn- 
lichen Kettenlinien find die Homologen Spannun⸗ 
gen in demfelben BVBerbältniffe, wie die Gewichte 
oder Längen der beiden Curven. Diefer Sap bietet 
ein einfaches Mittel dar, zwifchen einer im Heinen Maaß⸗ 
ftabe ausgeführten Modellkette und der Ausführung im Gros 
Ben Bergleihungen anzuftellen. Hat man 3. B. durch Ver: 
fuche mit dem Modell das Berhältniß der Spannungen in 
den Aufhängepunkten zu dem ganzen Gewichte ber Kette bes 
ftimmt, fo findet daſſelbe Verhältniß bei der Ausführung im 
Großen ſtatt. Bon dieſer Vergleichung wird weiterhin Ge- 
brauch gemacht. 

8. 229. 

Geometrifhe Konftruction der Kettenlinie, 
Diefelbe ift Teicht auszuführen, wenn man die Länge und 
das Verhältniß des Gewichts der Kettenlinie zu den In ihren 
Aufhängepunften ftattfindenden Spannungen Tennt. 

1. 28 
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Sind nämlich dieſe Skücke gegeben, fo beſchreibe man 
über eine beliebige Horlzontallinie mn ein Dreieck mon 
(Fig. 170), befien Seiten mn, mo und no dem Gewichte 
der Kettenlinie und den Spannungen im linfen und rechten 
Aufbängepunfte proportional find. Alsdann theile man bie 
Länge der Curve und die Horizontale Grundlinie mın dieſes 
Dreiecks In diefelbe Anzahl gleicher Theile und verbinde Die 
Mitten der auf mn abgetheilten Siüde ma, ab, bc,... ku 
mit den Punkte o Durch die geraden Linien ol, 02, 03,... 
010, fo repräfentiren biefe, der Richtung nach, Die Norma⸗ 
Ien für die correfpondirenden Elemente der Kettenlinie Dean 
ziehe nun aus einem beliebigen ‘Bunfte M, der als Nufban- 
gepunkt angenommen wird, bie Linie MA normal auf bie 
Richtung von ol und mache die Länge diefer Linie gleich 
einem der gleichen Stüde, in welche die Kettenlinie getheilt 
wurde. Aus dem. Endpunfte A ziehe man die Linie AB, 
von berfelben Länge, normal auf die Richtung von 02; aus 
B die Linie BC nach einer auf a3 normalen Richtung, 
welche. Linie wieder diefelbe Länge erhält, wie die beiden vo⸗ 
rigen, und fo wird fortgefahren, bis man endlich zum zweiten 
Aufhängepunfte N gelangt, wo dann die letzte Linie KN, 
mit den vorigen MA, AB, BC, u. ſ. w. von verfelben 
Länge, normal auf die Richtung von 010 if. Auf biefem 
Wege gelangt man zu einem Polhygon MABC...KN, wel 
ches fich der ſtetigen Settenlinie defto mehr nähert, fe Heiner 
bie Polygonfeiten oder je größer die Anzahl ber gleichen 
Theile auf ber gegebenen Länge dieſer Curve angenommen 
werden. . 

Das obige Verfahren fest voraus, daß das Verhältniß 


bes Gewichts der Kettenlinie zu den Spannungen in ihren _ 


Aufhängepunften befannt fei; denn auf dieſem Verhaͤltniſſe 
beruht zunaͤchſt die Konſtruction des Dreiefs mno. Um 
alfo jenes Berfahren in Ausaͤbung zu bringen, müffen wir 


— — — — — —— 
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uns zuvoͤrderſt nach Mittel umfehen, durch deren Hülfe bie 
fraglichen Spannungen gefimden werben Tönnen. 

Iſt die Senkung bes Scheitel ber Ketienlinie unter der 
geraben Linie, welche ihre Aufhängepuntte verbindet, nur un⸗ 
bedeutend, fo Fan man bie genannte Eurve näherungsweife 
als eine gewöhnliche Barabel anfehen, und unter dieſer Vor⸗ 
ausſetzung lafien fi die Spannungen in den Aufhaͤngepunl⸗ 
ten leicht berechnen, wie folches weiterhin ($. 231) gezeigt 
werben wir» Dieſes Näherungsverfahren kann in Anwen⸗ 
dung gebracht werben, fo lange bie Senkung des Scheitels 
nicht mehr als „5 6bi8 „; der Entfernung zwifchen den Aufs 
hängepunften ber Kettenlinle beträgt. Bei verhältnigmäßig 
größeren Senfungen weicht aber vie Parabel von der hier 
‚in Rede befindlichen gemeinen Kettenlinie zu fehr ab, als 
daß die eine Eurve ohne merklichen Fehler die andere ver- 
treten könnte. In dieſem Wale laſſen fich die verlangten 
Spannungen in den Aufhängepunften nicht wohl andere 
als durch ein praftifches Abwiegen ausmitteln. 

Zu dieſem Ende bringe man eine Kette von beliebiger 
Länge in eine folche Rage, daß fie Die Form MCN, 8ig.171, 
annimmt, die mit der zu Eonftruirenden Curve ähnlich if 
(8. 228). Anftatt aber die Kette an fefte Punkte zu hän- 
gen, verbinde man ihre Enden mit duͤnnen, vollfommen biege 
famen Schnüren, die bei M und N über frei bewegliche fefte 
Rollen geleitet werben und deren lothrecht herabhangende 
Enden mit Waagfchalen verfehen find. Legt man nun in 
diefe Waagfchalen fo lange Gewichte, bis die Kette die ver- 
langte Form angenommen hat und darin im Gleichgewichte 
bleibt, fo geben diefe Gewichte unmittelbar die Spannungen 
an, weldje die Enbpunfte M und N zu erleiden Haben. 
Außerdem muß das Gewicht der Keite felbft fo genau ale 
möglich ausgemittelt fein, um befien Verhältniß zu den bei- 
ben Gegengewichten beflimmen, und demnächft dad Dreieck 

28* 
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mno ($ig. 170) fo fonftruiren zu fönnen, daß fich feine 
drei Seiten wie jene Gewichte verhalten. 

Das erwähnte Abwiegen geſchieht am beften mit Hülfe 
einer Modellkette, braucht aber natürlih nicht an beiden 
Enden zugleich vorgenommen zu werben. Es ift fogar zweck⸗ 
mäßiger, die Spannungen an den Enden ber Kette nach ein- 
ander zu beftimmen, fo nämli, daß während man dieſe 
Operation an dem einen Ende vornunmt, das andere Ende 
an einem feften Punkte hängt. Dabei ift nur darauf zu ſe⸗ 
ben, daß die Kette ihre Lage unverändert beibehält, 


$. 230. 


Barabolifhe Kettenlinie Die bisherigen Unter« 
fuchungen bezogen ſich nur auf Die gemeine Kettenlinie, bei 


. welcher die Belaftung über die ganze Länge der Eurve gleich« 


mäßig vertheilt tft, fo daß gleiche Bogenftüde mit gleichen 
Berichten befchiwert find. Wir wollen jebt noch ben befon- 
dern Gall betrachten, wo Die Gewichte der verfchiebenen Bo⸗ 
genftüde fich wie ihre horizontale Projectionen verhalten, eine 
Boraudfegung, welche ber Theorie der Haͤngebrucken zur 
Grundlage dient. 

Demgemäß fi MVN (Sig. 172) die geometrifche Form 
der in den feften Bunften M und N aufgehängten Kette für 
den Zuftand des ©feichgewichtes, V deren tieffter Punkt und 
M’N’ eine SHorizontallinie durch denſelben. Zufolge ber 


Borausfegung find die Belaftungen der verfchiedenen Theile 
der Eurve ihren Profectionen auf die Horizontale M'N’ pros - 


portional; daher werben Bogenftüde, deren Brojectionen gleich 
find, auch gleiche Gewichte haben. Man kann folglich die 


Belaftung der ganzen Eure MVN als über die Horizon- 


tallinie M'N’ gleichmäßig vertheilt annehmen, und unter die⸗ 
fer Borausfegung fei q dad Gewicht, welches auf jede Län- 
geneinheit diefer Linie Fömmt, alfo die Belaflung eines Bo: 


| 
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gens ber Kettenlinte, befien horizontale Profertion der Laͤn⸗ 
geneinheit gleich ft. 

Um nun die Gleihung der fraglichen Eurve zu finden, 
nehmen wir die Durch den Scheitel V gezogene Vertifale VB 
zur Abfeiffenachfe und V felbft zum Anfangspunft der Coor⸗ 
dinaten an; die dem beliebigen @urvenpunfte K entfprechende 
Adfcifie fi VI = x, und die zugehörige Ordinate IK =y. 
Fallt man nun aus K den Perpendifel KK’ auf die Ho⸗ 
rizontale MN, fo it VK' = y die Projection des Bogens 
VK, deſſen Gewicht alfo durch qy ausgedrückt wird. Die 
Länge biefer Projection werde in eine fehr große Anzahl glei» 
cher Theile getheilt, fo daß, wenn n jene Anzahl und t die 
Länge eines jeden Theiles bezeichnet, nt = y iſt. Perner 
ziehe man aus den Theilpunften der Horizontalen VK’ vers 
tifale Linien aufwärts bis an die Eurve, fo wird dadurch 
der Bogen VK in nm ungleiche Elemente zerlegt, deren jedes 
eins ber gleichen Theilchen t zur Profection hat. 

Es file vw das mte diefer Eurvenelemente vor, von 
V nah K. hin gezählt, v'w’ fei die horizontale, vw“ die 
vertikale Projection diefes Elementes. Um Iebtere zu beftim- 
men, ziehe man an der Mitte u von vw die Tangente uo, 
welche die Horizontale M’N’ in o fchneidet. Rach den frü« 
ber entwidelten Cigenfchaften aller Kettenlinien liegt dieſer 
Durchſchnittspunkt lothrecht unter dem Schwerpunfte des 
Bogens Vu, und man fann ihn als den gemeinfchaftlichen 
Angriffspunft dreier Kräfte Sn, T und R. betrachten, bes 
züglich die tangentialen Spannungen in den @urvenpunften 
u, V, und das Gewicht des Bogens Wu vorftellend, welche 
mit einander im Gleichgewichte find. Die Richtungen diefer 
Kräfte find parallel mit den Seiten des Kleinen Dreiecks vwr, 
welches fich durch die proficirenden Linien von vw gebilbet 
hat, und daher hat man die Vergleichung: 

ve:wr = T:Roa = vw';v"w“. 
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Hierin it viwe= t und Rn = q- Vu, oder, weil Ve’ 
ı(VvV+-Vw) = 1!(2m—D) if, R. = 3gt Qm - I). 
Subſtituirt man dieſe Werthe und entwidelt vw" aus obi« 
ger Proportion, fo koͤmmt 
3 
vw = —— 

als Ausdruck für die vertikale Projection des mten Curven⸗ 
elementes. Setzt man darin für m nach einander die Zah⸗ 
len 1, 2, 3,...n, fo ergeben fich die Projectionen der von 
V bis K auf einander folgenden Elemente de Bogens VK, 
deren Summe augenfcheinlich die Abſciſſe KK’ = x giebt. 
Alfo bat man 


om ee 
woraus fich ergiebt, weil nt = y ifl, 
._2T 
y'= —.x. 


Zufolge dieſer Gleichung ift die SKeltenlinie umter der 
anfänglicdy gemachten befondern Vorausſetzung eine gewoͤhn⸗ 
liche Parabel, da T und q unveränderlich find. Setzt man 
den Quotienten aus diefen beiden Größen, der größeren 
Einfachheit wegen, gleich c, fo daß alſo T = ge ift, dam 
bedeutet ce Die horizontale Brojecetion eines Bogens 
der Kettenlinie, beffen Belaftung gleih der Span- 
nung im Scheitel diefer Eurve iſt. Die obige Ofeichung 
geftaltet fich demnächft alfo: | 

y? = 2cz, 

Aus vorftehender Darſtellung erhellet, wie die Gleichung 
der Kettenlinie mefentlich bedingt wird durch das Geſetz, nad 
welchem die Belaftung der Curve über deren Länge ftetig 
vertheilt ift, wa8 bereits früher angedeutet worden if, Wie 
alfo bei der vorhin angenommenen Vertheilung der Laft eine 
Parabel entftand, fo kann die Belaſtung nach einem folchen 
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Geſetze vertheilt gedacht werben, daß jebe gegebene Curve ale 
Stettenlinie entfteht; indeß können wir die barauf bezügliche 
Unterſuchung hier nicht weiter verfolgen. 


8. 231. 


Zuſätze und Folgerungen. Mit Hülfe ber im vor. 
Paragraphen gefundenen Gleichung iſt e8 nunmehr leicht, 
alle Fragen zu beantworten, welche in Bezug auf bie para⸗ 
boliſche Kettenlinie von Intereſſe ſind. Dahin gehoͤren vor⸗ 
nehmlich folgende Aufgaben: 

1) Wenn die Lage der Aufhaͤngepunkte M und N, Fig. 
172, gegeben if, durch MM =a, NN'=b und M'N' 
== d, die Lage des Scheitelpunftes V zu beflimmen. 

Man fälle aus M und N auf die Achſe der Parabel 
die Berpendifel MA und MB, bezeihne MV = MA mit 
m, NV = NB mit n, fo find m und n zwei Ordinaten, 
die zu den Abſciſſein VA= MM’ = a un VB = NN‘ 
= b gehören. Daher verhält fich 

m:n =.Va:yb, 
und außerdem ift mrn=d. 
Aus der Verbindung biefer beiden Gleichungen folgt 
mode, Ab, 
| Va-+ yYb’ Var+-yb’ 
wodurch Die Lage des Scheiteld V beftimmt ift. 

2) Um die parabolifche Kettenlinie Fonftruiren zu Fönnen, 
ift Die Kenniniß der Konftanten e nöthig, bie fich leicht auf 
folgende Art finden läßt, Für den Bunft M hat man nämlich 
die Gleichung m?’ = 20a, aus welcher ſich fofort ergiebt 

m? ad? 
‘= 24 (Yarvb# j 

3) Mit Hülfe dieſer Größe läßt ſich ferner die hori⸗ 
zontale Spannung T im tiefften Punkte der Curve beſtim⸗ 
men. “Diefelbe ift nämlich _ 
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= ae ad _, 
. T 9 c (Va +V b)% 
ein Ausdruck, der zugleich die Horizontale Seitenfraft ver 
Spannung in jevem andern Gurvenpunfte darſtellt. 
4) Berlangt man die tangentiale Spannung S für den 


burch bie Coorbinaten x, y gegebenen Eurvenpunft L zu 


beftimmen, fo denfe man S nach horizontaler und vertifaler 
Richtung in die Seitenkräfte S', S” zerlegt, dann ift 

S-T=geo S"=R=gy; 
wo R die der Ordinate y proportionale Belaftung des Bo⸗ 
gene VL bedeutet. Die fragliche Spannung ergiebt ſich 
nun als Mittelfraft von S’ und S” wie folgt: 

3 = VS’+8S"=- Very, 
ober, wenn für y? der Wert 2cx eingefegt wird, 
S = qVc’-+2cx. 

Die Spannungen in den Aufhängepunften M und N erhält 
man hiernach leicht, Indem man für x nacheinander die Werthe 
a und b einfeßt. 

5) In der Praris finden die obigen Formeln Anwen⸗ 
bung beim Bau der Hängebrüden, um bie Abmeſſungen ber 
einzelnen VBerbandftüde zu berechnen. In den meiften Faͤllen 
liegen die Aufhängepunfte in einer und berfelben Horizontal 
linie MN, Fig. 173, der Scheitel W der Curve fällt dann 
in die Mitte zwifchen jenen Punkten, und feine Senkung VW 
. unter der genannten SHorizontallinie wird die Pfeilhöhe 
genannt. Bezeichnet man letztere mit h, die wagerechte Ent- 
fernung der Aufhängepunfte von einander wie früher mit d, 
fo ift h die Abſciſſe zu td als Ordinate; daher 

Id = 2ch; alſo — En 
Sest man dies in den obigen Auchua von S ein, jo fommt 


- Hy lbx = Bye is; 
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wo & = qd die ganze Belaflung der Keitenlinie bedeutet. 
Zür x = h erhält man hiernach die tangentiale Spannung 
in den Aufhängepunften, nämlich 


Ss= Ayıerı 1”, 


Beifpiel. Bei der im Jahre 1832 von dem franzöfifchen Inge⸗ 
nieur Chaley zu Freiburg in der Schweiz erbauten Hängebrüde beträgt 
Die Entfernung zwifchen ven Aufbhängepunften d = 273 Meter, die Pfeil- 
höhe h = 19,28 Meter und das ganze Gewicht der Brücke einſchließlich 
des Hängefpftems, die fogenannte beftänbige Belaſtung, 300000 Kilog. 
Zür bie größte zufällige Belaftung, wenn die Brüdenbahn ganz mit 
Menſchen befept if, hat man 160000 Kilog. — eiwa 300 Kil. auf ben 
Duabratmeter — angenommen, und bie für ben nachtheiligften Fall in 
Rechnung zu dringende Gefammtbelaftung würde daher gleich 460000 Kil. 
fein. Die Brüdenbahn iſt an jeder Seite mittelft vertifaler Hängeſtäbe 
an zwei neben einander liegenden Drabtfeilen aufgehangen, jo daß alſo 
bie oben angegebene Belaftung ſich auf vier Drabtfeile vertheilt. Jedes 
son biefen Seilen bildet für fi eine Kettenlinie, welche demnach mit 
Q = 115000 Kil. belaftet if. Nach der obigen Formel ergiebt fi) nun 
Dad Marimum der Spannung in runder Zahl ' 

S = 211500 Kilog. 

Jedes Drahiſeil iR 13 bis 14 Centim. did und befteht aus 1056 Eiſen⸗ 
drähten von 3 Millim. im Durchmeſſer. Die größte Spannung, welche 
ein einzelnes Draht im nachtheiligften Galle auszuhalten hat, beirägt daher 

211500 

os > 70 Kilog. 
und da die Drähie bei den angeſtellten Feſtigkeitsproben eine nach ihrer 
Länge wirkende Kraft = 610 Kil. erforderten, um zerriſſen zu werden, 
ſo bieten ſie einen Widerſtand dar, welcher über dreimal ſo groß iſt, als 
bie fie ſpannende Kraft. Ohne Rückſicht auf die zufällige Belaſtung iſt 
biefer Widerſtand eiwa fünfmal fo groß als die Spannung. 


⸗ 
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8. 232. 


In dem Vorhergehenden betrachteten wir das Gleichge⸗ 
wicht der Körper nur unter der Norausfegung, daß dieſelben 
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entweder abfolut feſt und flarr, oder daß fie vollfommen bieg⸗ 
fam feien, ohne auf ihre mehr ober mindere Glafticität Rüd- 
fiht zu nehmen. Es bleibt uns nunmehr noch übrig, die 
Bedingungen des Gleichgewichtes derjenigen Körper zu un⸗ 
terſuchen, die der Biegung durch Außere Kräfte einen gewiſ⸗ 
fen Wiverftand, den man die Elaftieität oder Federkraft 
nennt, entgegenfegen, und die ihre urfprüngliche Geſtalt ganz 
wieder annehmen, fobald die Einwirkung der Außern Kräfte 
aufgehoben wird. Solche Körper nennt man volllommen 
elaftifch, im Gegenfabe zu den unvolllommen elafti«- 
{hen Körpern, die nach einer flattgehahten Biegung ihre 
urfprüngliche Geftalt nur theilmelfe wieder annehmen. Die 
Körper der lebten Art müfien bier außer Betracht bleiben. 

Wird ein vollfommen elaftifcher Körper, den wir als 
ein gerades Prisma vorausfegen wollen, durch äußere Kräfte 
gebogen, fo erleiden die Längenfafern an ber .converen Seite 
ber Krümmung eine Ausdehnung, die an der concaven Seite 
aber eine Zufammendrüdung oder Verfürzung; zwifchen beis 
den heilen liegt daher eine Safernfchicht, Die ihre urſprüng⸗ 
liche Länge unverändert beibehalten hat. Die Curve, welche 
diefe Faſernſchicht im gefrimmten Zuftande des Prismas 
bildet, heißt die elaftifche Linie (Elastica); fie iſt maaß⸗ 
gebend für die Beurtheilung ber Biegung des ganzen Körs 
pers, und bie Unterfuchung der geometrifchen Natur diefer 
Curve bildet daher die Aufgabe, deren Löfung und hier zu⸗ 
naͤchſt vorliegt. 

Anftatt jener Faſernſchicht des elaftifhen Prismas, bie 
bei der Biegung deſſelben weder Ausdehnung noch Zuſammen⸗ 
brüdung erleidet, kann man fich auch ein vollkommen elaftifches 
Blech denken, durchgängig von einerlei Breite, ohne Diele und 
in feinem natürlichen Zuftande ganz eben, welches jeder Bie⸗ 
gung denfelben Widerfland wie das Prisma entgegen ſetzt. 
Die Flaͤche dieſes Bleches denken wir uns normal auf bie 
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Ebene der Zigurentafel und die äußeren Kräfte, welche daſ⸗ 
felbe zu biegen fireben, mit ber genannten Ebene parallel, 
Huf das eigne Gewicht des Bleches fol vorläufig Feine 
Rüdficht genommen werben, was aber weiterhin gefcheben wird. 


8. 233, 


Orundeigenfhaften der elaftifchen Linie Man 
denfe fich ein elaftifches Blech von gegebener Länge, auf 
welches beliebig viele äußere Kräfte P, Q, R, S, T, ꝛc. 
wirfen und dadurch die urfprünglidy gerade Geſtalt deſſelben 
fo verändern, wie e8 in Fig. 174 Die krumme Linie ABCDE 
darſtellt. Iſt das Blech in diefer gefrümmten Geftalt zum 
Gleichgewichte gefommen, fo wird letzteres nicht geftört, wenn 
man annimmt, e8 fet das ganze Blech oder irgend ein Theil 
deſſelben flarr und unelaftifch geworden. Das fragliche 
Gleichgewicht findet daher in zwiefacher Weife flatt: einmal 
wwiſchen den Äußeren Kräften, als ein Syſtem für fich, auf 
welches bie in 9.82 aufgeflellten Bebingungsgleichungen eine 
unmittelbare Anwendung finden; naͤchſtdem aber muß jeder 
Theil des Bleches, 3. B. der Theil ABC, unter den daran 
wirkenden Außern und Innern Kräften im Gleichgewichte fein, 
wobei man den übrigen Theil CDE nöthigenfalld als feft 
und unbiegfam beirachten Tann. 

Was die erwähnten innern Kräfte betrifft, fo find dar⸗ 
unter die Glaftieitätswiderftände zu verftehen, welche in ben 
verfchievenen Punkten des Bleches durch die ftatthabende 
Biegung deſſelben hervorgerufen werben. Man muß fich dies 
felben als Kräfte denken, die nicht bloß einer flärferen Bie⸗ 
gung wiberftehen, fondern welche das gebogene Blechſtück 
ABC wieder in die urfprüngliche, durdy die Tangente A'C 
vorgeftellte, gerade Lage zurüdführen, fobald bie äußern 
Kräfte P, Q befeitigt werben. — Um bievon eine klare Vor⸗ 
ftellung au geben, fei vw ein unendlich Fleines &urvenelement, 
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an deſſen Endpunkten die Tangenten vv’, ww‘, den Winkel 
$ mit einander bildend, gezogen find. Diefes Clement bil- 
bete urfprünglich mit den zunächft anliegenden Elementen eine 
gerabe Linie, ift alfo bei der flattgehabten Biegung um ben 
Winkel ꝙ aus der Richtung des an v grenzenden Elementes 
gebreht worden, und bie Elafticität in v hat nun das Be⸗ 
fireben, es in jene Richtung wieder zurüd zu drehen. Dem⸗ 
gemäß kann man bie Elafticität des Punftes v durch eine 
Kraft F' erfeben, deren Richtung FF auf der tangentialen 
Berlängerung von vw normal fteht, und die das Beftreben 
hat, das in Rede befindliche Element um den Bunft v he⸗ 
belartig aufwärts zu brehen. 

Denkt man fich diefe Kraft in der bezeichneten Art wirk⸗ 


lich angebracht, die in v zufammenftoßenden Blechſtuͤcke ABv 


und EDCv als vollfommen unbiegfame fefte Körper, letzte⸗ 
red außervem als unwandelbar befeftigt, was alles unbeicha- 
det des vorausgefegten Gleichgewichtes im ganzen Bleche 
zuläffig ift, fo verhält fih Das Blechſtück ABv wie ein eins 
armiger Hebel, an welchem bie Kräfte P, Q und F in Be 
zug auf Drehung um den Punkt v mit einander im Gleich⸗ 
gewichte find. — Yür bie Kraft F ftelt vf den Hebelsarm 
vor, während vp und vq bie Hebelsarme der Kräfte P und 
QO fein mögen. Mit Rüdficht auf die in der Figur anges 
nommenen Richtungen der genannten Kräfte hat man daher 
die Momentengleichung 

cl) P-vp—-O:-vg=Fvf=-M, 

indem man nämlich die algebraifhe Summe der Momente 
aller äußern Kräfte, die auf Biegung des Blechftüdes ABv 
wirken, der Kürze wegen mit M bezeichnet, 

Für Die Länge von vf kann nun ein beliebiger Werth 
angenommen werben, und mit Hülfe der obigen Gleichung 
läßt fi) dann die Elafticität F beflimmen. Um aber vie 
Kräfte, welche die Elafticitäten in den verfchledenen Curven⸗ 
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punkten vertreten, bequemer mit einander vergleichen zu koͤn⸗ 
nen, ift ed zweckmaͤßig, die Hebelsarme aller dieſer Kräfte 
gleich groß anzunehmen; und da ihre Länge willfürlich ift, 
fo kann man fie auch gleich 1 ſetzen. Man hat dann 
(2) | EF=-M, 
fo daß alfo die Größe F zu gleicher Zeit die Elaftieität im 
Punkte v und dad Moment dieſes Widerftandes ausbrüdt. 
Die Erfahrung lehrt num, daß der Widerftand eines ela- 
ftifchen Stabes defto mehr zunimmt, je flärfer derfelbe gebogen 
wird. Mit Rüdficht darauf geht man bei der Unterfuchung 
der elaftifchen Linie von der Annahme aus, daß die Elafli- 
eität in irgend einem Punkte diefer Curve ‚dem zugehörigen 
Krümmungsmanße, als welches in dem vorliegenden Falle der 
Winkel v'vw' = 9 gelten Tann, direct proportional fei, 
Diefer Winfel fteht aber, nad) Anh. IV, Nr. 36, im umge 
fehrten VBerhältnig des zum Element uv gehörigen Krüms 
mungshalbmefiers, den man befanntlich erhält, indem man in 
v und w auf den Tangenten vv‘, ww’ Normalen errichtet, 
welche ſich in o ſchneiden. Bezeichnet o die Länge dieſes 
Halbmeffers, fo ift diefelbe der Elafticität FE umgefehrt pros 
portional, fo daß, wenn F! und 0’ eine gleiche Bedeutung 
für irgend einen andern Punkt der elaft. Linie haben, ſich 
F:F = o':o verhält. Daraus ergiebt fih Fo = F'o‘, 
woraus hervorgeht, daß das Produft aus der Elafticität ir⸗ 
gend eines Curvenpunktes in dem zugehörigen Krümmungs- 
halbmefier eine Eonftante Größe if, welche mit E bezeichnet 
werden ſoll. Man hat demnach 


Fo=E; ap F 
und wenn dies in Gleichung (2) eingeſetzt wird, eniſteht 
(3) M= m und Moe=E. 
Die Conſtante E pflegt man nach dem organ von 
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Eytielwein bie relative Elaftirität zu nennen. Sie hat für 
jeden prismatifchen Körper einen von feinem Querjchnitt und 
feiner phyſiſchen Befchaffenheit abhängigen Werth, der nur 
durch Verſuche beftimms werben Tann, und baher hier als 
befannt vorausgefebt werben muß. 

Die Gleichung Mo = E drückt nun ein allgemeines 
Grundgeſetz der elaſt. Linie aus, welches für die folgende 
Entwicktung von Wichtigkelt if. Nennt man nämlich die 
dur) M dargeftellte Momentenfumme kurzweg bad Biegungs- 
moment, fo ift das Produft aus dem Biegungsmo- 
ment in Bezug auf einen beliebigen Curvenpunkt 
und dem zu dDiefem Bunfte gehörigen Srümmungs- 
halbmeffer Tonftant und der relativen Glaficität 
glei. 

Sn den meiften Fällen der Anwendung iſt das Bie⸗ 
gungdmoment M gegeben, ober doch nach Richtung und 
Groͤße der äußeren Kräfte, welche die Geſtalt der elaft. Linie 
bedingen, Teicht zu berechnen Die obige Gleichung giebt 
dann 


(4) eo 


fo daß alfo der Krümmungshalbmefler für jeden Punkt ber 
elaft. Linie erhalten wird, Indem man die relative Glas 
ſticitaͤt durch das auf jenen Eurvenpunft bezogene 
Biegungsmoment dividirt. — Für den Endpunkt A ift, 
wie leicht erhellet, dad Moment M = 0, und daher ergiebt 
fi für dieſen Punkt o = ©. Das daft. Blech Täuft.alfo 
an feinen äußerften Enden jedesmal gerablinigt aus. 
Schließlich verdient noch bemerkt zu werben, daß bie 
obigen Geſetze, obgleich fie zunaͤchſt nur für. den Thell ABv 
der elaft. Linie hergeleitet wurden, doch in ganz gleicher Weife 
auch für den andern Theil vVCDE gültig find. Denn ba 
alle äußeren Kräfte, wie bereits früher erwähnt, ein Gleich⸗ 
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geivicht unter fich bedingen, fo geben die Kräfte P,Q, welche 
auf der einen Seite des Punktes v wirken, daſſelbe Bie⸗ 
gungsmoment in Bezug auf v als Momentenpunft, wie bie 
auf der andern Seite diefes Punktes wirkenden Kräfte R, 
S, T. Die Größe M ift daher als der gemeinfante Aus⸗ 
drud für die Momentenfummen beider Syſteme von Kräften 
zu betrachten, 
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Gleichung der elaftifhen Linie Die im vorigen 
Paragraphen entwidelten Gefebe gelten ganz allgemein für 
jede Biegung des elaftifchen Bleches, verurfacht Durch eine 
beliebige Anzahl äußerer Seräfte, in Bezug auf welche feine 
andere Borausfebung gemacht wurde, als daß ihre Richtun- 
gen parallel mit der Ebene find, auf der die krumme Fläche 
des Bleches normal fteht. Sofern es fi nun darum han⸗ 
delt, die Gleichung der fraglichen Curve zu finden, müffen 
wir, von jener allgemeinen Auffafiung abſtehend, unfere Bes 
trachtungen hinfort auf den befondern Fall befchränfen, wo 
die urfprüngliche Lage des Bleches Horizontal iſt, die Außern 
Kräfte aber nach vertifalen Richtungen wirken und vermöge 
ihrer Größe nur eine fehr geringe Biegung herbei führen. 

Died vorausgefept, fo ſtelle DCAE, Sig. 175, das 
urfprünglich gerade Blech in feinem gefrümmten Zuftanbe 
vor; bei A ftübe fich daſſelbe auf einen feſten Widerſtand, 
an defien Stelfe man ſich auch eine vertifal aufwärts wir⸗ 
fende Kraft T denfen fann; bei C, D, E find die Gewichte 
P, R, W aufgehangen, bei B wirft eine Kraft S vertikal 
aufwärts, und außerdem fei über ACB eine Laft O gleich- 
mäßig vertheilt, was durch bie ſtaͤrker ausgezogene Linie an⸗ 
gedeutet fein mag. Die im Punfte A der Curve gezogene 
Tangente D’E' habe eine horizontale Lage und ftelle die des 
Bleches in feinem natürliden Zuflande vor. Die Abweichung: 
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des gefrümmten Bleches von biefer urfprünglichen Lage deſ⸗ 
felben fei fo gering, daß man die Längen der Curvenſtücke 
AB, AC, AD, ıc. ohne merklichen Fehler als gleich anneh⸗ 
men Tann, mit den Längen ihrer horizontalen Projectionen 
AB’, AC', AD’, :., und dieſe wie jene follen bezüglich mit 
a, b, c bezeichnet werden. 

Indem wir nun zur näheren Unterfuchung ber Curve 
ACB übergehen, ift die Vorbemerkung von Wichtigkeit, daß 
die beiden Theile AC und BC ſich nicht durch eine und 
dieſelbe Gleichung darftellen laſſen, weil die Stetigkeit durch 
das bei C angehängte Gewicht P unterbrochen wir. Es 
fol daher zunächft die Gleichung für den Theil AC ber 
Eurve gefucht werden, zu welchem Ende wir A zum Coor⸗ 
dinaten-Anfang, AB’ zur Abfeifienachfe wählen, und für einen 
beliebigen Gurvenpunft J zwifhen A und C die hori- 
zontale Abſciſſe AH = x, die vertifale Ordinate HJ = y 
ſetzen. 

Dan denke fi) den Bogen AJ, deſſen Länge feiner 
Projection AH gleich angenommen wird, in n gleiche Theile 
t getheilt, fo daß nt = x iſt, und in den Theilpunften ges 
rade Berührungslinien gezogen, die Bis zur Ordinate HJ 
verlängert werben. Letztere wird dadurch in n ungleiche 
Theile zerlegt, die von H bi8 J fletig abnehmen, und wenn 
man bie Rängen dieſer Theile berechnet, fo giebt die Summe 
derfelben offenbar die Drbinate y. — ES flelle vw das 
mte Theilchen des Bogens AJ vor, das bei A als das erfte 
gezählt, vv’ und ww’ feien die an feinen Endpunften gezo⸗ 
genen Tangenten, welche den Winfel p mit einander bilden 
und auf der Orbinate HJ das Theilchen ww‘ abfchneiden, 
defien Länge folgendermaßen beitimmt werben kann: 

Denkt man fih vw als ein unendlich Kleines Curven⸗ 
element, fu erfcheint ww als die Verlängerung befjelben und 
der Berührungswinfel p ift dann um fo mehr als unendlich 
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Hein zu betrachten. Innerhalb der Schenkel bes letztern be- 
fchreibe man aus v als Mittelpunkt mit den Halbmeffern 
vv, ww’ zwei Kreißbögen, deren Längen fich bezüglich mit 
vv’.p und vw’-g ausbrüden lafjen, dann ift offenbar ver 
eine Kleiner, der andere aber größer als v'w’. Diefes Theil- 
chen kann daher, vorläufig näherungsweile, als das arithme⸗ 
tifhe Mittel jener Kreisbögen berechnet werben, fo daß v’w‘ 
== Ip(vv'--vw’) if. Da aber nad der Vorausſetzung 
der Bogen vJ feiner horizontalen Projection uH gleich an- 
genommen wird, fo gilt daffelbe auch für die Tangenten vv’ 
und vw’, weil fie ebenfalls uH zur Projection haben, und 
Demgemäß ift 3(vv/’-vw‘) = uB; alfo 
vw = g-uH = g(AH-Au) = 9&— m—Db. 
Sn den Punkten v und w errichte man auf den daſelbſt 
gezogenen Tangenten die Normalen vo, wo, bie fi) in o 
fehneiven, fo ftellen fie bie Krümmungshalbmefier o des Ele⸗ 
ments vw vor, und der von ihnen gebildete Winkel vow 
ift dem Berührungswinfel p gleich. Man hat daher op 


— vw — tz colpgo= und mithin 
vw -!a-m-DY- Ya-am-DN, 


Ä E t _Mt, 
weil nach Ddesvrgo= ww alfo > 5; ift. 


In diefer Gleichung bebeutet E die relative Elafticität, 
M aber das den Kräften P, Q, R und S enfprechende Dies 
gungsmoment, welches Iebtere in Bezug auf den Punft v 
berechnet werden muß. — Zu dem Ende dient uC' = AC’ 
—-Au=b-(m—1)t ald Hebeldarm von .P, während 
uD’ = AD’ — Au = c—(m—Dt wm uB' = ABR' 
— Au = a—(m— Dt als Hebeldarme von R und S zu 
nehmen find. Bon ber Belaftung Q, welche über die Länge 
AB a gleichmäßig vertheilt ift, darf hier nur der auf Bv 

I. 29 
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ruhende Theil in Rechnung Fommen, und die Größe deſſelben 
ergiebt ſich leicht gleich Q ‚By: = Pa-m-D0; der zu⸗ 


gehörige Hebelsarm iſt jun - = !(a—-(m—Dt), da bie 
Vrojection des Schwerpunftes von Bv, wo man bie über 
dieſe Linie gleichmäßig vertheilte Laft vereinigt denken fann, 
in die Mitte von B’u trifft. Demnach if nun 

M= P(b— ee 


—-S(a—(m— Dy+Z „a-m-) t)”, 


ober, wenn nach Botenzen von (m— 1) georbnet wird, 
“"m-t 2a(bP-HcR—-aS+t3a0)— 1 

2al2at(P--R-S-+-OQO)(m—I) Ott (m—- DL 
Seht man zur Abkürzung der Rechnung 

P+R-S+- OD = U, 
bP+cR—-aS-+10 = V, 

fo drückt U die algebraifche aller auf ACD wirkenden Kraͤfte, 
und V bie algebraifche Summe ihrer Momente in Bezug auf 
den Unterflügungspunft A aus. Das obige Biegungsmo⸗ 
ment geftaltet fi dann alfo: 


M= 5 |22V - 2a Um) + gramm], 


und wenn dies in dem obigen Ausdrude von v'w' eingefept 
wird, fo entfteht 
t [T2sVx—2st(Ux+ V)m—-D-+ 
vw‘ — BaEL(Ox + 220)? (m— -ora-nf 
Nach diefer Formel erhält man die von H bis J aufeinander 
folgenden Elemente der Ordinate y, indem man für m bie 
Werthe der natürlichen Zahlenreihe 1, 2, 3,...n einfegt, und 
wenn dann fummirt wird, jo koͤmmt 
t T2aVx-n—2st(Ux+V)-Z(co—])+ 

= 77 (2x +2aU)t?-2(n— 1 — Qt: san] 
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Kür ein mmendus großes n bat man aber Za— Dr = 
art _ 

— 25 folglich entſteht 
t T2aVx-nt—a(Ux-+V)- ] 
JE 3(@Qx+2aU)-n’t’—!Q .n‘t‘ 

und wenn darin für nt der entfprechende Werth x gefebt 
wird, fo koͤmmt: 


(I.) 2 55 —— — 4aUx° +Qxe). 


Dies iſt nun zwar die gefuchte Gleichung der elaft. 
Curve; allein es muß nochmals erinnert werben, daB biefelbe, 
wegen ber bei C angebrachten Belaftung P, nur für ben 
Bogen AC gilt. Dagegen erweitert fidh die Grenze ihrer 
Gültigkeit nach Befeltigung diefer Belaftung fofort bis zum 
Punkte B, und nach fernerer Befeitigung der bier angebrach- 
ten Kraft S bis zum Endpunkte D. Sn allen diefen Fällen 
bleibt die Gleichung der Form nach ganz unveränbert; nur 
dem Werthe nach erleivet fie in fofern eine Anderung, ale 
man in den durh U und V dargeftellten Ausbrüden für 
die erfte Annahme die Größe P, für die zweite aber außers 
dem noch die Größe S gleich Null ſetzen muß. 

Zum Echluffe diefer allgemeinen Unterſuchung wollen 
wir noch den Krümmungshalbmefier eines beliebigen Eurven- 
punktes beftimmen, der nach (4) des vor. $. gefunden wird, 
indem man bie relative Elafticität durch das auf jenen Punkt 
bezogene Biegungsmoment dividirt. Dabei dürfen aber eben- 
falls nur diejenigen Kräfte, welche auf das von dem frag- 
lichen Eurvenpuntte bis zum Ende A reichende Blechftüd 
wirfen, in Rechnung gebracht werden. — Bür den zwilchen 
A und O liegenden Punkt K, deflen Abſciſſe AJ = x ift, 
bat man demgemäß: 


M = P(b—-x) +R(c—x) — S(a—x) HaLa-2), 
29* 
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oder, wenn nach x geordnet und die vorhin gewählte abge⸗ 
kuͤrzte Bezeichnung eingeführt wird, 


M= 2, (2aV - 22024022). 


Dividirt man damit in E, fo koͤmmt 
2aE 

ID) oT EV _-2Ulır0r 

Nach der den Ausprüden U und V beigelegten Bedeu⸗ 
tung gilt dieſe Formel zunäcft nur vonx= o bis x=b. 
Man kann ſie aber auch zur Berechnung der Krümmungs- 
halbmefier folcher Bunfte anwenden, die zu größeren Abfeifjen 
gehören, nur müflen dann die Werthe von U und V der 
obigen Bemerkung gemäß geändert werben. In vieler Hin⸗ 
ficht findet ein wohl zu beachtender Unterfchied ftatt, zwifchen 
der Gültigkeit obiger Formel und der Eurvengleidhung (MD, 
da Ießtere nur dann bis zum Punkte B gültig iſt, wenn 
außer der über AB vertheilten Laſt O durchaus feine an« 
deren Kräfte zwifhen A und B wirfen. 
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Anwendung vorftehender Geſetze auf befondere 
Fälle Kin gleichmäßig ſchweres, vollfommen elaft. Blech 
ACB von der Länge a (Fig. 176) fei in horizontaler Lage 
mit dem einen Ende A unmandelbar befeftigt (eingeflemmt), 
während am andern Ende B eine vertifale Kraft S anges 
bracht iſt, die fowohl aufwärts als abwärts gerichtet fein 
fann. Hier fol zunächfi der erfte Fall vorausgefebt werben. 

Da außer dem eigenen Gewichte Q des Bleches zwiſchen 
A und B feine andern Kräfte auf dafjelbe wirken, fo wirb 
die @urve ACB durch eine einzige Gleichung befiimmt, die 
fid) aus der des vor. 8. leicht herleiten läßt. Hiezu iſt nur 
nöthig, U=Q—S und V = 330 — as zu feßen, wonach 
man fofort erhält: 


—mumu — EEE —— 
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)y= | 60 29) 4.0 - Nr + 0x]. 
Auf gleiche Weiſe ergiebt fich für den Krümmungshalbmefler 


2aE 
aM 0-7 50-9) -u0-Bxr 0x 
2aE 


 @-x)[a(Q-28)—- Qx]' 
Diefer Ausprud läßt erfehen, daß der Krümmungshald- 
meſſer feinen Heinften Werth für x = o erhält, nämlich 
2E 

> 7 10-25 
woraus hervorgeht, daß bie ftärffie Krümmung im Befeſti⸗ 
gungspunfte flattfindet, da fie jedesmal dem Werthe von E 
umgefehrt proportional ift. j 

— lieſert die Gleichung @2) fuͤr x — a und xe ' 


„22 O 8 jedesmal o =», Demnach laͤuft die elaſtiſche 


Curve bei B gerablinigt aus und hat außerdem noch einen 
fogenannten Wendepunft, wo nämlich die concave Krüms- 
mung in eine convere übergeht, oder umgefehrt. Die durd) 
den legten Werth von x ausgedrüdte Entfernung bed frag- 
lichen Punktes vom Unterſtützungspunkte A wird immer klei⸗ 
ner, jemehr bie Intenfität von S fich dem Werthe 3Q nähert, 
bis er für S = 30 gänzlich mit A zufammenfält. Für 
diefen Werth von S giebt die Formel (3) einen unendlichen 
Krümmungshalbmefjer, während derfelbe negativ ausfällt, ſo⸗ 
bald S > 30 geworben iſt. Die bis dahin abwärts gefehrte 
eoncave Krümmung in dem zunächft bei A Tiegenden Theile 
des. Bleches ift alfo in Die entgegengefegte verwandelt wor⸗ 
den, was offenbar nicht anders möglich tft, al8 daß das 
ganze Blech fih über die Horizontale AB’, derfelben eine 
durchgängig convere Krümmung zuwendend, erhoben hat. 
Aus der Gleichung CH erhält man fürx = a bie 
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Ordinate des. Endpunftes, welche 5 heißen mag, folgender: 
geftalt: 


g3 
(4) = 34E (3Q— 8)8. 


Ergiebt fich dieſelbe für beftimmte Werthe von S pofitiv, fo. 
liegt der Punkt B unterhalb, im andern Balle aber oberhalb 
der Horizontalen AB’; jener Fall tritt ein, wenn bie Kraft S 
Heiner, biefer wenn fie größer als 5@ if, während ö = 0 
wird, fobald man S = 39 annimmt. Demnad iſt 30 der 
größte Werth von S, bei welchem das ganze Blech noch 
unter ber Horizontalen AB’ bleibt, wogegen nach dem Vor⸗ 
hergehenden S = 539 die Heinfte Kraft ausdruͤckt, welche 
daffelbe ganz über diefe Horizontale erhebt. 

Da alfo für S = 3Q der Endpunkt B in die Horizon⸗ 
tale burch A zu liegen Fömmt, fo Tann man bei B eine line 
terftügung anbringen (Fig. 177), und dieſelbe erleidet dann 
einen vertifalen Drud gleich SA. Segt man dies für S in 
(1) und (2), fo ergeben fi für die Eurve des fo unters 
ftüßten Bleches die Gleichungen: 


65) y- 15m 30° ax’ + 2x], | 
BSaE 
(6) = (a—x)(a— 4x) T 

Um die größte Ordinate, alſo den tiefſten Punkt der 
Curve zu finden, muß derjenige Werth von x geſucht wer« 
den, der den Ausdruck C5) zu einem Marimum macht. Man 
bilde alfo die Ableitung dieſes Ausdruckes nach x und ver⸗ 
gleiche diefelbe mit Null, fo entfteht 

x’? — Bax-aꝰ = 0;cfox= 4 (15 V33)e, 

Hiebei Tann aber nur das untere Zeichen gelten, da offenbar 
x<a fein muß, und demnach ft x = „5 — Y33)a = 
0,5785a, ſo daß alſo die größte Ordinate nur wenig von 
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der Mitte des Bleches entfernt nach B zu liegt. Ihre Größe 
erhält man durch Subftitution des gefundenen Werthes von 


x in (5), naͤmlich y = 0,26 a R — man für x = 


aa nach derſelben Gleichung y 025 15E 2 findet. 


Übrigens iſt in dem vorliegenden alle ein Viertheil 
des Bleches nach unten concav, drei Viertheile defjelben aber 
eonver gefrümmt; denn für x = ia ergiebt fi) nad) (6) 
o = &, und demnach liegt der Wendepunft der Curve auf 
dem vierten Theil ihrer Länge vom Befeftigungspunfte ent- 
fernt. 

Nah dem Obigen liegen für S >30 alle Punfte 
bes elaft. Bleches ganz oberhalb Der durch den Befeftigungs- 
punkt gezogenen Horizontallinie AB’; die zugehörigen Or⸗ 
dinaten und Krümmungshalbmefler find daher durchgängig 
negativ. WIN man biefen Fall, der in Sig. 176 durch AB, 
dargeftellt if, als einen befondern für fich betrachten und 
demgemäß die Werthbe von y und o pofitiv nehmen, fo 
braucht man nur in den erften zwei Gleichungen dieſes Pa- 
ragraphen alle Borzeichen umzufehren, wonach man erhält: 
Dy- zn] 6R S-Or-448-0)r-0x9]; 

2aE 
© = a-SQS-V+r0xI' 

Die weiteren Tolgerungen, wozu biefe Gleichungen An⸗ 
laß geben, bfeiben dem Lefer anheim geftelt. Dagegen mag 
hier noch des befondern Falles gedacht werden, wo das mit. 
dem einen Ende befeftigte Blech außer feinem eignen Gewichte 
Q noch durch ein am andern Ende aufgehängtes Gewicht S 
belaftet ift (Fig. 178). Die diefem Galle entfprechenden Glei⸗ 

chungen ergeben fih aus (1) und (2), indem man darin 
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das Vorzeichen von S in das enigegengefehte verwandelt. 

Alsdann enifteht: 

9) y = | OHR 104er]; 
2aE 

(10) 0 = a) (a0+2-0x) 

Die erfte Gleichung giebt für x = a bie größte Ordinate 

oder die Senfung BB’ = Ö bed mit dem Gewichte S bela⸗ 

fleten Enppunftes, während die zweite für x = 0 den klein⸗ 

fin Krümmungshalbmefler, den des Befeftigungspunftes A, 

liefert; nämlich 


(il) 6= 





030+88)  _ __2E _ 

25 > 7039 

Nimmt man den befondern Fall an, das elaft. Blech fet 
ganz gewichtslos und nur an feinem freien Ende mit dem 
Gewichte S befchmert, fo It @ = O zu feßen; alsdann er⸗ 
giebt fich, Indem man bie dieſer Annahme entfprechenden 
Werthe mit d, und oı bezeichnet 

8 .,-& 
ı = gm)’ I @ 5 

Wenn Dagegen angenommen wird, Das Blech werbe ohne 
anderweitige Belaftung bloß durch fein eigned Gewicht herab 
gebogen, fo it S = O zu fegen, und es entfieht: 
Q, 2E 
sE’ 0 = a0‘ 
Vergleicht man dieſe Ausdrücke unter der Vorausfebung, daß 
Q = iſt, fo ergiebt fih d, =.59, und go, = 30. D. h. 
wenn ein gewichtslofes. Blech durch ein an feinem freien 
Ende aufgehängtes Gewicht befehwert wird, dann ift die 
größte Senfung 23 mal fo groß, die Krümmung im Befe- 
ftigungspunfte aber doppelt fo ſtark, als wenn jenes Gewicht 
über die ganze Länge des Bleches gleichmäßig vertheilt wird. 
Daher bewirft das eigene Gewicht des elaft. Bleches dieſelbe 


d, = 
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Krümmung im Befefligungspunfte, ald wenn die Hälfte dies 
ſes Gewichts als eine lothrechte Kraft im freien Endpunkte 
vereinigt gedacht wird. 


$. 236. 


Eurve eines elaftifchen Bleches, das an beiden 
Enden unterflüst if. Die krumme Linie DACBE 
(Fig. 179) ftelle ein elaft. Blech vor, welches in horizontaler 
Lage bei A und B auf Unterftügungen ruht, in der Mitte 
C zwifchen viefen Punkten durch ein gegebenes Gewicht P, 
und an beiden Enden, welche um gleichen Längen (AD=BE) 
über die Ilnterftüßungen wegreichen, durch die gleichen Ge⸗ 
wichte R, R belaftet if. Es foll die Gleichung der Curve, 
welche durch dieſe Gewichte fo wie Durch eine über die ganze 
Länge DACBE gleichmäßig vertheilte Laft erzeugt wird, 
hergeleitet werben, 

Den gemachten Boraudfegungen entfprechend fehe man 
die Abſtände CD’ = CE a, CA=-CB=b und 
bezeichne die über jede der Hälften CAD, CBE gleichmaͤ⸗ 
Big vertheilte Laft mit @. Offenbar erleiden im vorliegenden 
Falle die Unterflügungen A und B gleiche Brefiungen, welche 
fih durch S = 3P +-Q-+R ausdrüden Iaffen, und eben fo 
erhellet leicht, daß C der tieffte Punft der Curve ift, deſſen 
Tangente alfo eine horizontale Lage hat. Bekanntlich wird 
nun das Gleichgewicht im ganzen Bleche nicht geftört, wenn 
man ben Theil CBE deſſelben unwandelbar befeftigt denkt 
und dann verhält fich der andere Theil CAD wie ein für 
fich beftehendes Blech vom Gewichte Q, welches bei C hori⸗ 
zontal eingeflemmt und durch eine bei A angebrachte Kraft 
S aufwärts gebogen wird. 

Dies vorausgefeht, fo ergiebt fich die. Gleichung der 
Eurve CA, wenn die durch C gezogene horizontale Tan⸗ 
gente zur Abdfeiffenachfe genommen wird, unmittelbar nad) 
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3. 234 (I), indem man für U und V die entſprechenden 
Werthe einfept. Diefelben ergeben fich wie folgt: 
U=Q0+R-S,V = 3;330-+aR—bS, 
und nad Einfegung des obigen Werthes von S: 
U=-IiP; Vo —4bP-12b-s)Q +(a—b)R. 
Demnach ift nun bie verlangte Gleichung 
y- Tr SZ DRIFT 
24aE +2aPx’ + 0x‘ 

Es fpringt in die Augen, daß in dem vorliegenden Falle 
alle Punkte ver Curve oberhalb der Abſciſſenachſe CA’ lies 
gen, ihre Ordinaten daher negativ ausfallen müflen, da in 
8.234 bei Herleitung der Curven⸗Gleichung das Gegentheil 
von dieſem angenommen wurde. Um biefen Umftand vor 
vorn herein zu erledigen, kann man in der obigen Gleichung 
die Vorzeichen auf der rechten Seite in die entgegengefepten 
verwandeln, wonach man erhält 

6a[bP + (2b—a)Q — 2(a—b)R 1x 
nv are ge 1 

Sept man hierin x = b, fo ergiebt fi die Ordinate 
AA’, welche der Senkung CC’ der Mitte des Bleches gleich 
if. Bezeichnet man lebtere mit oͤ, fo entfteht: 

In = b? T4AabP +(12ab — 6a? — b’)Q7 
24aE —12a(a—b)R 

Auf gleiche Weife findet man für den Kruͤmmungshalb⸗ 
meffer des zu den Goordinaten x, y gehörigen Curvenpunk⸗ 
tes den Ausdrud 








2aE 
AD e= TP+@b-00-2@-bH]-aPx—-0r 
Derfelbe liefert für x = o und für x= b die Kruͤmmungs⸗ 
halbmefjer des Mittelpunftes C und der Unterflüßungs« 
punfte A, B, welche bezüglich o’ und 0" heißen mögen. Es 
enifteht: 
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2E 
m e = PL Eb-A- ah’ 
n —2E 2 
° 9 a-b)Ia—-b)Q-+2aR] 

Giebt der erſte von diefen Ausdrüden einen pofitiven 
Werth für o', fo ift das ein Zeichen, daß das Blech bei C 
eoncan aufwärts gekrümmt ift; doch kam auch das Gegen 
theil hievon ftattfinden, was von dem Berhältniffe zwifchen 
a und b abhängt. Dagegen liefert der zweite Ausdruck für 
eo” ſtets negative Werthe, woraus man fieht, daß die hohle 
Seite der Krümmungen in den Unterftügungspunften allemal 
abwärts gefehrt iſt. 

Verlangt man den Winkel zu Fennen, den Die gerade 
Berührungstinie an dem beliebigen @urvenpunfte x, y. mit 
der Abſciſſenachſe CA’, oder mit der ihr parallelen Linie 
AB bildet, fo muß man die erfle Ableitung der obigen 
Eurvengleichung bilden, welde nad, Anh. IV, Nr. 34 der 
trigonometrifchen Tangente jenes Winfels gleich if. Dadurch 


findet man 
6albP-+ 2b-)Q—2a—b R)x 
V)Tp = mul up 2 _2Qx° HF 

Bezeichnet « den Winkel, den die Berührungslinie der 
Eurve in den Unterflübungspunften mit der Horizontalen 
AB bildet, fo geht ꝙ in « über, fobald man x = b fest, 
Alſo hat man 


(VD Tange = 





3abP +2(6ab — 3a? — 59 Q7- 
IE E —122(a—b)R 


| 8. 237. 


Anwendung vorfiehender Formeln auf befon, 
dere Fälle Wir wollen hier zunächft den befondern Fall 
betrachten, wo an ben Außerften Enden bes Bleche Feine 
Kräfte wirken, das Blech alfo nur durch feine eigne Schwere 
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und durch das in der Mitte zwifchen den Unterflüßungen 
aufgehängte Gewicht P gebogen wird. Hierfür ergeben ſich 
die entfprechenden Gleichungen, indem man in ben erften vier 
Kormeln des vor. 8. die Größe R gleich Null febt; nämlich 


Dy- sram| GaoP+ rn)’ 2apx’—Qx | 


MD d= zu thP + Al2ab-60°- N]. 


2aE 
MD = IGP+@b-A)-aPxı—-Ax” 
j 2E u —2sE 
(IV) I = ,P+@b—a)®’ 1 (a—b)?Q' 

In diefen Formeln bedeuten a die halbe Länge, Q& das 
halbe Gewicht des Bleches und b die Entfernung der Unter⸗ 
flügungen von ber mit dem Gewicht P belafteten Mitte deſ⸗ 
felben.. 

Mit Hinfiht auf die praftifche Anwendung verdienen 
hier zwei verfchledene Fälle eine befondere Betrachtung. 

A. Eine kleine Üeberlegung Iäßt fofort erfehen, daß 
der zwifchen den Unterftügungen befindliche Theil ACB des 
elaft. Bleches entweder unterhalb oder oberhalb ber horizon⸗ 
talen Linie AB zu liegen fommen wird, jenachdem die Un⸗ 
terlagen A und B weiter nach den Enden oder weiter nad) 
der Mitte zu gerüdt werden. Der erfte Sal ift in 819.179, 
der zweite in Fig. 180 angenommen; in dem einen kehrt die 
in der Mitte C. ftattfindende Krümmung ihre Hohle Seite 
aufwärts, in dem andern dagegen abwaͤrts. Es fol nun 
beftimmt werben, in welcher Entfernung b von der Mitte die 
* Unterlagen angebracht werden müflen, damit die Punfte A, 
C und B in einer geraben Linie zu liegen kommen. 

Zur Beantwortung diefer Frage muß der durch die For⸗ 
mel (II) gegebene Werth von oͤ gleich Null gefebt. und aus 
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ber fo entflandenen Gleichung ber fragliche Abſtand b ent 
wickelt werden. Man findet dann: 


a) b = 3|2@+30-ViP+P9+RR] 


Nach diefem Werthe von b würde fich nun mit Hüffe 
der Formel (IV) der Krümmungshalbmefler für Die in der 
Horizontalen AB liegende Mitte des Bleches beftimmen 
lafien, und jenachdem für denfelben ein pofitiver ober nega= 
tiver Werth entfteht, ift die Höhlung diefer Krümmung aufs 
oder abwärts gefehrt. Denjenigen Werth von b, ber einen 
unendlich großen Krümmungshalbmefier giebt, wofür alfo in 
C ein gerabliniges Element flattfindet, erhält man nach For- 
mel (IV), - indem man den Renner bDP+-(2b—a)Q gleich 
Null ſetzt; nämlich: 

a0 
(2) b= P+20' 

Sekt man in den fo eben gefundenen Ausbrüden P = 0, 
was alfo der Annahme entfpricht, daß das Blech nur durch 
feine eigene Schwere, ohne anderweitige Belaftung, gebogen 
wird, fo kommt nach einander: 

(4) be 3a = 0,5... 

Der erfte von dieſen Werthen bebingt alfo, daß die Mitte 
des Bleches mit den Unterflügungspunkten in einer geraden 
Linie liegt, während der zweite einen umendlich großen Krüm⸗ 
mungshalbm. für die Mitte zur Folge hat. Um zu beftim- 
men, ob letzteres oberhalb oder unterhalb der Horizontalen 
AB der Fall if, muß man in Formel (ID), nachdem darin 
P=0 gefeßt worden, für b den zugehörigen Werth ya ein⸗ 

8 

feben, woburh man oͤ = zn findet. Aus dem Vorzei⸗ 
chen dieſes Ausdrucks fchließen wir nun, daß die Mitte des 
Bleches in dem Augenblid, wo fein Krümmungshalbmefier uns 
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endlich ift, fih oberhalb der durch die Stübpunfte gehenden 
Horizontallinie befindet. Liegt fie alfo gemäß (3) in dieſer Linte 
ſelbſt, fo findet in ihr eine abwärts convere Krümmung ftatt. 

Anmer!. Vorſtehendes findet Anwendung bei ber Vergleihung von 
Längenmaaßen, bie gewöhnlich auf ber oberen Seite eines prismatifchen 
Stabes aus Eifen oder Stahl durch zwei parallele Striche fo abgetragen 
werben, baß beren Entfernung won einander das fragliche Manfı richtig 
angiebt. Letzteres iſt aber nur bann der Fall, wenn ber Stab feiner gan- 
zen Länge nach auf einer horizontalen Ebene liegt, wohingegen bei ber 
Unterftügung des Stabes bloß an ben Endpunkten eine Senkung feiner 
Mitte und In Folge deſſen eine Verkürzung bes abgetragenen Maaßes 
entfiehen würde. Beſſel bat gefunden, daß biefe Verkürzung bei ber 
eifernen Toife, beren er ſich zur Feſtſetzung bes Preußifchen Längenmaaßes 
bebiente, 0,051 Linien betragen würde, wollte man bei ihr eine foldhe un⸗ 
zweckmäßige Unterftübung in Anwendung bringen; dagegen foll bie Heinfte 
Berkürzung entfliehen, wenn man bie Unterflübungen ber Toiſe auf 0,2203 
ihrer ganzen Länge von ven Enbpunften entfernt anbringt. Nach Baily 
findet bei jebem Maaßſtabe die normale Auflegungsart auf zwei Punkten 
ftatt, die um den vierten Theil der ganzen Länge des Stabes son feinen 
Endpunkten entfernt find, was alfo der Vorausſetzung eines gerablinigen 
Elements in der Mitte befielben entfprechen würde. 


B. Wenn die Unterftügungen des Bleches bis an bie 
Außerften Endpunfte deſſelben gerüdt werben, welcher Kal in 
Fig. 181 dargeſtellt if, jo muß man dem entfprechend in den 
obigen Gleihungen b = a fegen. Mit Beibehaltung ber 
übrigen Bezeichnung ergiebt fi dann: 


1 
(li) y == a RP +MK-2apx’—Qx‘] 


2) 5= zip (4P+50). 
2aE 
EZ Zr garı Dzerırn3 
:_.2E , u_, 
a ZN Ir Ge 


Um diefe Formeln für den praftifchen Gebrauch gefchid«- 
ter zu machen, wollen wir die horizontale Entfernung AB 
der Unterflüpungen mit I, und die über dieſe Länge gleich 


\ 
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mäßig vertheilte Laft mit W bezeichnen; alsdann ift a = 41; 
Q = ıW, und e8 ergiebt fi: 


—— Jſzp 
5) y=- zn! (2P-+W)x?—4IPx -2Wx] 
sEIl 


(6) e = FaPL-WM-AiPr _IWe 
. D 8 
!EP+5W _ sE 


3346. °* "IaP+WwW' 
Denkt man fi) die Belaftung bei C befeitigt, fo daß alfo das 
Blech durch feine eigene Schwere gebogen wird, dann geben 
die obigen Formeln, indem man darin P = ſetzt: 


y rer 2x*). 
sw ,_ 8E 
33E’° F " iw 
Wenn dagegen W = 0 gefebt, d. 5. wenn angenommen 
wird, das Blech fei gewichtslos und werde bloß Durch bie in 
feiner Mitte aufgehängte Laft P gebogen, fo entſteht: 
y- 3m (31x'-2x°) 
u lP, „—_4E 
48ER? IP 

Eine Vergleihung der Werthe von d und o’ für beide 
Fälle unter der Borausfegung P = W ergiebt leicht, daß 
die Senkung der Mitte eines elaftifchen Stabes, über deſſen 
Länge eine Laft gleichmäßig vertheilt if, mar $ der Senfung 
beträgt, welche diefelbe Laft hervorbringt, wenn ſie in ber 
Mitte vereinigt gedacht wird, Die Krümmung der Mitte-ift 
im erften Falle nur halb fo ſtark als im zweiten Falle. 

Schließlich ift noch zu bemerken, daß die oben für Ö 
gefundenen Formeln dazu benutzt werden können, bie relative 
Elaftieität für prismatifche fefte Körper verfchiedener Art durch 
Berfuche zu beflimmen. Denkt man fich nämlich einen folchen 


(8) 
d 


(9) 
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Körper mit beiden Enden horizontal auf Unterflügungen ge- 
legt, und die in der Mitte defielben durch verfchievene Bela- 
ftungen bervorgebrachten Senkungen beobachtet, fo läßt ſich 
die Eonftante E durch folgende Formel berechnen: 
P&8P-+5W) 

a0) - E= a 

Diefer Ausdruck findet eine vielfache Anwendung in ber 
Praris; indeß gehört die weitere Ausführung nicht hieher. 








$. 238. 


Oleihungen eines elafl. Bleched, das mit bei- 
den Enden horizontal eingeflemmt iſt. Bei dem in 
$. 236 betrachteten Bleche haben die an den Endpunften 
deſſelben angebrachten Kräfte R, R offenbar das Beftreben, 
die Stüde AD und BE, welche über die Unterftühungen 
vorragen, weiter herab zu drüden, was augenfcheinlich eine 
Erhebung des Thelles ACB zur Folge haben würde. Wir 
wollen uns diefe Kräfte fo groß denken, daß fie jene vor⸗ 
ragende Enden bis unter die Horizontale herabbiegen, aber 
nicht weiter, als bis beide Blechhälften CAD und CBE 
die Horizontale D'E’ in A und B berühren, wie folches in 
Fig. 182 befonders dargeſtellt ift. 

Die diefer Bedingung entfprechende Größe von R findet 
man, indem man den Ausdruck (VD) des $. 236 gleich Null 
feßt, woraus fich ergiebt 

3abP +2(6ab— 3-8 
A) R- TDaa—b) 
Subftituirt man diefen Werth von R in den Gleichungen des 
angezogenen $., " ergeben fich folgende Formeln :- 


| Gar — 2bQ)x?— 2aPx° ar | 


_ b’(aP-+-bQ) 
( ’ 2laE 


© y= Ar aE 
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cH — 12sE 
9 b&aPp +2bQ)—6aPx— 6x? 
= __1ZseE_  „___—1W2aE 
DD ET zEpr+ 56 


Der bier betrachtete befondere Fall kömmt in ber Praxis 
vor, wenn ein horizontal liegender Balfen mit beiven Enden 
unwandelbar befeftigt ift, wie ſolches die Fig. 183 näher 
erfehen läßt. Die Einflemmung der Enden AD und BE 
muß aber in allen Bunften berfelben fo ftark fein, daß von A 
bis D und von B bis E Feine Biegungen flattfinden können. 
Unter diefer Borausfehung Tann man die Enden AD und 
BE als tangentiale, dabei aber unbiegfame, Fortfegungen 
der Curve ACB betrachten, welche durch die an ihren Außer- 
ften Endpunkten wirffamen Kräfte R, R in horizontaler Zage 
erhalten werden. 

In Bezug auf ſolche Balfen ift es für den praftifchen 
Gebrauch am bequemften, ftatt der mit a bezeichneten Länge 
der gleichen Abftände C’D — C’E, und der darüber vers 
theilt angenommenen Laft @, die freiliegende Ränge AB bes 
Balfens und die gleichmäßige Belaſtung derfelben in Rech⸗ 
nung zu bringen. Bezeichnet man erftere mit 1, letztere mit 


Wpifitb=-ı1mQ9 = aus und wenn bie in ben 
vorigen Formeln eingeſetzt wird, entfleht: 

1 
6) y=- sin |PGP + WIE -4PIX —2Wxt] 
_ P(P+1W) _ E@P+W) 








M) I= TE ME“ 
9 eo ME „__- Am 
= BP; ww) ® = ISP+2W) 


Eine Bergleihung ver beiden lebten Formeln läßt er- 
feben, daß in den Befeftigungspunften bei A und B flärfere 
Krümmungen flattfinden, als in ber Mitte C des Balkens, 

L 30 
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da, abgefehen von den Vorzeichen, 0" < eo’ if. Dies ift 
um fo mehr der Ball, je Feiner P im Bergleich zu W an- 
genommen wird, wogegen für W = 0 bie abfoluten Werthe 
beider Krümmungshalbmefler gleich ausfallen. 

Sept man P = 0, fo verwandeln fich die obigen Glei⸗ 
chungen in folgende: 


(9) y- - (0 2x‘). 


PeW ,_ 234E „_-—12E 
1) dr et -wt — 
Diefe Refultate entiprechen alfo dem Falle, wo der mit 
feinen beiden Enden eingeflemmte Balfen nur durch feine 
eigne Schwere, oder durch eine über bie freiliegende Länge 
gleichmäßig vertheilte Laft W gebogen wird, und in dieſem 
Falle erleidet er in den Befeftigungspunften doppelt fo ftarfe 
Krümmungen, als in der Mitte zwifchen den genannten Bundften, 
Sept man dagegen ben Balfen als gewichtslos und nur 
in der Mitte mit dem dafeldft aufgehängten Gewichte P be- 
laftet voraus, fo geben die allgemeinen Formeln für W=0: 


— P_ (32 _4r 
an y- 15 (@* 4x ) 
| PP 88. _ 8E 


Wenn alfo ein gewichtölofer Balken, der mit beiden Ens 
ben unmandelbar befeftigt ift, durch eine in feiner Mitte auf: 
gehängte Laft befehwert wird, fo finden in den Befefligungs- 
punften an den Snden gleiche Krümmungen wie in der Mitte 
flatt, nur daß die einen in Bezug auf die andern entgegen- 
gefegten Sinnes find. 

8. 239. 
Vergleichung vorſtehender Refultate in Be— 
zug auf ihre praktiſche Anwendung. Bei der Unter⸗ 
fuchung der Feſtigkeit horizontaler Balken, die zum Tragen 
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ſchwerer Laſten beſtimmt find, kömmt in ſedem beſondern 
Falle nicht bloß die Größe der Senkung in der Mitte des 
Balkens, ſondern vornehmlich der kleinſte Werth des Kruͤm⸗ 
mungshalbmeſſers in Betracht. Denn es erhellet leicht, daß 
unter übrigens gleichen Umſtaͤnden die Gefahr des Zerbrechens 
an irgend einer Stelle des Balfens defto mehr zunimmt, je 
ftärfer die Krümmung an diefer Stelle ift, und Daher: be- 
ftimmt der Heinfte Krüämmungshalbmefler allemal die fchwächfte 
Stelle, welche demnach bei der Beurtheilung.der Beftigfeit 
eben fo, wie die Senfung der Mitte für die Steifheit des 
Balfens, maaßgebend if. Mit Hinficht auf die praftifche 
Anwendung find nun hier folgende drei Fälle zu unterfchei- 
ven, die wir fchließlich noch einer vergleichenden Betrachtung - 
unterwerfen wollen: 

1) Ein Balken von gegebener Länge 1 ift in horizonta⸗ 
ler Lage an beiden Enden frei unterftügt und durch ein, über 
feine ganze Länge gleichmäßig vertheiltes, .Gewicht V. bes 
laftet; oder 

2) der eben fo belaftete Balken iſt bei derfelben Länge 
mit dem einen Ende unmwanbelbar befefligt (horizontal einge- 
klemmt), am andern Ende aber durch eine Unterlage frei un⸗ 
terftüßt; oder endlich 

.3) der Balken ift mit beiden Enden unwandelbar befe- 
ftigt, während alle übrigen Umſtaͤnde diefelben bleiben. 

Die diefen Vorausfegungen entfprechenden Senfungen 
der Mitte follen bezüglich mit d,, dy, ds, und die kleinſten 
Werthe der Krümmungshalbmefler mit 0, 0,» 0, bezeichnet 
werben. 

Der erfte Fall ift in s. 237 mit Hinblid auf Fig. 181 
unterfucht worden, und ed haben fich für denſelben die Yor- 
meln ergeben: 

41-E’ "' "iw 
30 * 
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wobei zu bemerken ift, daß in dieſem Halle die flärfite Krum⸗ 
mung, alfo die fchwächfte Stelle des Ballens, in der Mitte 
deſſelben ftatifindet. 

Der zweite Ball wurde in $. 235 betrachtet. Für den⸗ 
felben ergiebt fich der kleinſte Krümmungshalbmefler, nicht in 
der Mitte des Balfens, fondern an dem befeftigten Ende bei 
A (Big. 177), wo er nur halb fo groß als in der Mitte 
if; an jenem Ende findet alfo die ſchwächſte Stelle ftatt. 
Es ift nım, wenn 1 die Länge AB, und W das über dieſe 
Länge gleichmäßig vertheilte Gewicht bezeichnet, 

„2W __ SE 
ı = 381m’ "ww 

Eben fo wurde in 8.238 für ben dritten Fall gefunven, 
daß in den befeftigten Endpunften A und B (Fig. 183) bie 
Heinften Srümmungshalbmefler flattfinden, da fie hier nur 
halb fo groß als in der Mitte des Balfens find: Für Dies 
fen Fall hat man 

? W 12E 


I: = zggp) S=iw. 

Vergleicht man zunächft die Werthe von d unter der Bor: 
ausfegung, daß in allen drei Bällen gleiche Belaflungen W 
auf den Balken ruhen, fo ergiebt fi) 

6,:0,:0 = 5:2: 1. 
Unter übrigens gleichen Umflänven ift Demnach Die Senfung 
der Mitte bei einem an beiden Enden frei unterftübten Bal- 
fen fünfmal, bei einem Balfen aber, der an einem Ende 
befeftigt und am andern frei unterftüßt ift, nur zweimal fo 
groß, als bei einem Balfen, deffen beive Enden unmwanbelbar 
befeftigt find. 

Wenn alfo ein horizontal liegender Balken, der an drei 
gleich weit von einander entfernt liegenden Punkten A, B 
und C (Sig. 184) frei unterftüßt ift, auf dem mittleren 
Stügpunfte B durchſchnitten wird, fo fenft fich die Mitte 
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einer jeven Hälfte 23 mal fo tief herab als vorhin, da der 
Balken aus einem einzigen Stüde beftand. 

Anmerk. Sn $. 72 wurde zu 1) die Bemerkung gemacht, baß bei 
einem unbiegfamen, mit Gewichten befchwerten Stabe, der an mehr als 
zwei Punkten unterſtützt iſt, bie Preffungen auf bie Stübpunfte nicht mehr 
beftimmt werben könnten. Diefe Vertheilung bes Drudes iſt aber bei 
elaftifchen Balken Feine unbeflimmte Aufgabe, Tann vielmehr für beliebig 
viele Unterſtützungspunkte gelöft werden, wie zuerft von Eytelwein ge- 
zeigt worben ift. Bei bem in Fig. 184 bargeftellten Falle beträgt 3.8. der 
Druck auf jebe ber beiden äußerften Unterlagen A und C (nach $. 235) 
3 yon ber auf AB und BC ruhenden, aljo 2, von ber über bie ganze 
Länge ABC gleichmäßig vertheilten Belaſtung; folglich it ber Drud auf 
die mittlere Unterlage B gleich ı8 oder 3 der zuleßt genannten Laſt. 

Das Weitere über dieſen Gegenfland findet man in Eytelwein’s 
Handbuch der Statik feſter Körper, Band III, Abfchu. 7. 


Um die Tragfähigkeit eines horizontalen Balfens in Yen 
drei Eingangs erwähnten Fällen zu beurtheilen, muͤſſen bie 
Belaftungen fo beftimmt werben, Daß baburch die Yeftigfeit 
jevesmal auf gleiche Weife in Anfpruch genommen wird. Zu 
dem Ende feien bezüglich W,, W, und W, die Belaftun- 
gen, für welche die Heinften Serümmungshalbmefler o1, 0a 
und os gleiche Werthe erhalten; alsdann ergiebt fich Die Ver⸗ 
gleichung: 

SE _ SE I12E 
IW, IiW,” iW’ 
alfo W,=W, u W, = 3W.. 

Hiernad wird die Tragfähigkeit eines an beiden Enden 
frei unterftügten Balfens durch die fefte Einflemmung eines 
feiner Enden gar nicht, Durch die Befeftigung beider Enven 
aber um die Hälfte erhöht. 

Sept man die gefundenen Werthe von W in den Aus- 
prüfen von Ö ein, fo bat man 
5. - Wi, 2 Wı, 3 Wı, 

ı = ZBIE’- 331E?’ °” Z84E’ 
alfo 6,:03:05 = 10:4;3, 


= 


470 Sicebenies Kap. Vom Gleichgew. voll, biegfamer u. elaſt. Körper. 


Es folgt daraus, daß wenn alle drei Balken bis zu 
gleichen Graden ihrer refpect. Seftigfeiten belaftet find, als⸗ 
dann bei dem an beiden Enden frei unterflüsten Bal- 
fen die Mitte ſich 23 mal fo tief als bei dem an einem 
Ende befeftigten, und 3% mal fo tief als bei dem an 
beiden Enden befeftigten Balfen fenfen wird. 


Druck von 3. Petfch in Berlin. 


Drudfebler. 


Seite 24, Zeile 14 v. u. ftatt $. 4 lies $. 6. 


-» 0 - 19.0 - RI» NE, 
„» — =: 6 = =» 9en = Bien. 
„= — .: 9. s» 10ien =» 9ten. 
- 38 -» 49. u. ⸗ 1PCosx lie 2PCosx. 
- 3 - 129. 9. binter „materiellen“ ift Punkt zu ergänzen. 
s 50° - 11 ſtatt Verrichtung lies Vorrichtung. 
- 53 - 109... - A,B,C -» ABC. 
- AU B,“ C'" : A"B"C“ 
:» 8 - 890 - —0/86 = +0,786. 


» 67 - 2». u. am Ende ber Zeile ift die⸗ gu ftreichen. 
=» 79 = 29.0. ſtatt F lies 24, - 





2 Zr 
= — 3 3 * * [ CH 
-» 81 - 8 -» vorigen $. lied Blften 8. 
=» 838 -» 6» - (5) -» (3). 
— + 291% - Nr. 23 =» Nr. 32. 
-: 8 - 50.0 - (1) - (2). 
:« 95 - 13 ⸗ =» vorigen $. - 6Often $. 
- 98 - 0 - „ AazBb, Aa Bb 
A+-B A—B 
— : 919% »- 8. 12 :» 8,1. 
:» 8 - 49.0 »- B lies A, 
-» 100 - 15 -» = Anfangspunft lies Angriffepunft. 
.—- .:17- - Q@) lies (3) 
- 103 ,- 11m. - vw’ lies V, W.. 
-» 128 - 129.0 » Cosp = Cosy. 
- 1322 - 120.14 9. u. flat Q lies Q'. 
-13 - Bov.u.fatQ@P' - .- OR. 
» 155 - 6» = ZalCosau’ lied ZA Cosa‘. 
» 159 - 129.0 ⸗ Drebang - Drehung. 
:- 175 - 17 » =» ber » den. 
» 190 - 39.1. in „sorausfeben” fehlt das 8. 
- 194 - 10 - ſtatt 21Sinig? lies 21Sin}g2. 


Seite 194 Zeile 1. v. u. flat OM, li Om. 


u 


“a % % W W 


- Big. 51 Ile Fig. 71. 


5 . - K6 .» KC, 
109.0. - AB:tAC lie8 AC:AB. 
1v. u. D6E-+I1AD lies DG=1AP. 
3 ⸗Abſchnittes = Ausſchnittes. 
149.0. - ABDGC lies ABB A’. 
6- - HEIKE. 
7 v. u.⸗ — lies Ibh. 
FE 
39.0. > nn le 2 AF' 


10 ». u. fehlt * ber Klammer: ae. 

10 «+ in ber Klammer, fiatt 4b? lies 3b, 
12 - besgl. - 3b2 „ 4be. 
8». o. flatt x lies z. 


4 = 99 be == Zeihen iſt 1 zu ergänzen. 


⸗ 832 
14 fatt 2 Je . 


⸗ Nen der lies gegen den. 
9%. - Jarhg.r lies Iarthg.r. 

= GL lies GE, 

» BC - BD, 
6 - - 299 nes 22Q. 

q q 

Fig. 131 lies Fig. 143. 
enthalten = erhalten. 
BF lie BE. 
P:Q lie Q:P. 
uv lied vw. 
ww» vw‘. 
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